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INTRODUCCION 


Esta colección de problemas que se propone al lector se proyectó 
como un manual de ejercicios para la asignatura de matemática 
discrota destinado fundamentalmente para los estudiantes de los 
rimoros cursos de las universidades. También puede ser útil para 
los estudiantes de los cursos superiores y los aspirantes a doctor que 
se especializan en el terreno de la matemática discreta. Los profeso- 
res pueden emplear este libro al preparar las clases prácticas. 

El libro se basa en el curso de matemática discreta que se dio 
durante una serie de años en la facultad mecánico-matemática y aho- 
ra en la facultad de matemática de cómputo y cibernética de la Uni- 
versidad estatal de Moscú. 

El libro se compone de ocho capítulos. Los dos primeros están 
dedicados a la lógica algebraica. La sección dedicada a la lógica alge- 
braica es fundamental en el estudio de la matemática discreta. En la 
facultad de matemática de cómputo y cibernética de la Universidad 
de Moscú esta socción ocupa una cuarta parte del tiempo dedicado a 
las conferencias y ejercicios prácticos. Á base de este material los 
estudiantes adquieren los primeros conocimientos sobre tales con- 
ceptos como función discreta, operación de superposición, sistoma 
funcionalmente completo; asimilan las diferentes formas de presen- 
tación de las funciones discretas (en forma de tablas, representación 
con polinomios y formas normales, representación geométrica con el 
empleo del cubo unidad n-dimensional); estudian los procedimientos 
de investigación de la plenitud y propiedad de cerrado de los siste- 
mas de funciones. 

El tercer capítulo está dedicado a las lógicas k-valentes. Los 
problemas aquí presentados persiguen el fin de iniciar al lector en 
la descomposición canónica de las funciones k-valentes con trans- 
formaciones equivalentes de las fórmulas, en las principales clases 
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cerradas de funciones de lógica k-valente y en Jos métodos de inves- 
tigación de la plenitud y propiedad de cerrado de sistemas de fun- 
ciones. En una serie de problemas se ilustra la diferencia que existe 
entre las lógicas k-valentes (k > 2) y la lógica algebraica. 

El capítulo cuarto contiene problemas de la teoría de los grafos 
(orientados y no orientados), de la teoría de las redes y de esquemas. 
El objetivo de esta sección es dar a conocer al estudiante los concep- 
tos fundamentales, los métodos y el lenguaje de la teoría de los gra- 
fos. Todo esto se emplea muy ampliamente para describir e investi- 
gar las propiedades de las estructuras de los objetos en los más va- 
Tiados terrenos de la ciencia y de la técnica. En esta parte hay pro- 
blemas predestinados a afirmar los conocimientos de los conceptos 
principales de la teoría de los grafos; problemas que ilustran la apli- 
cación de la teoría de los grafos y las redes a Ја síntesis de esquemas 
que realizan funciones booleanas; problemas de cálculo de objetos 
con una estructura geométrica dada, etc. Los autores esperan que 
los profesores también encontrarán aquí problemas con la ayuda 
de los cuales podrán enseñar a los estudiantes a hacer rigurosas de- 
mostraciones matemáticas de afirmaciones geométricas «evidentes», 

El quinto capítulo está dedicado a la teoría de la codificación. 
Los problemas presentados tratan sobre las propiedades de los códi- 
gos que corrigen errores; sobre Jos códigos alfabéticos; sobre los có- 
digos con mínimo exceso. 

El capítulo sexto contiene problemas que muestran diferentes 
modos de descripción de transformadores discretos (autómatas). Se 
han incluido problemas para revelar la determinación y la determi- 
nación acotada de los autómatas; para presentar autómatas de difo- 
rentes maneras: por medio de diagramas, de ecuaciones canónicas, 
do esquemas; para investigar la plenitud funcional y la cerrabilidad 
de los sistemas de aplicaciones automáticas; para estudiar las pro- 
piedades de Jas diferentes operaciones a las que se pueden someter 
estas aplicaciones, 

El séptimo capítulo, dedicado a los elementos de la teoría de los 
algoritmos, tiene como fin dar nociones sobre la eficacia de la cal- 
culabilidad y Ја complejidad de los cómputos, sobre ciertas formas 
concretas de definición del algoritmo (máquinas de Turing y funcio- 
nes recursivas). 

El capítulo ocho tiene un carácter auxiliar y está dedicado a la 
combinatoria. Esta parte sale de los límites del curso universitario 
de la matemática discreta. No obstante, el que estudia la matemá- 
tica discreta frecuentemente choca con cuestiones sobre la existen- 
cia, el cálculo y la evaluación de diferentes objetos combinatorios. Por 
este motivo los autores han considerado útil incluir también proble- 
mas sobre combinatoria. 

Actualmente todavía no existe un manual que abarque por com- 
pleto los materiales teóricos del programa del curso universitario. 
de la asignatura «matemática discreta». El primer tomo de la mono- 
grafía «La matemática discreta y las cuestiones matemáticas de la 
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cibernética» (en ruso; Moscú, editorial «Naúka», 1974), que es hoy el 
manual básico, contiene el material teórico que corresponde a los 
cinco primeros capítulos de este libro. La literatura correspondiente 
a los demás capítulos se halla dispersa en varias monografías. Por 
eso los autores de este libro de problemas tuvieron que anticipar 
cada párralo con notas teóricas, a veces con más detalle que lo habi- 
tualmente acostumbra para este tipo de obras. 

En el libro se dan los resultados de muchos (no de todos) proble- 
mas y las indicaciones correspondientes. Las soluciones se exponen 
lo más abreviadamente posible en un estilo compendioso, se omiten 
las conclusiones triviales. En ciertos casos se hace exclusivamente 
un pequeño esbozo de la solución. 

ерйп su origen los materiales de esta colección de problemas son 
bastante variados. Una parte considerable de los problemas tiene 
un carácter «folklórico». Estos son bien conocidos por los especialistas 
do la matemática discreta, sin embargo es casi imposible establecer 
la paternidad de los problemas de este género. En el proceso de las 
clases prácticas, de la toma de exámenes de matemática discreta y 
también durante la escritura de este libro los autores crearon la par- 
te fundamental de problemas incluidos en él. Cierta parte de proble- 
mas surgió como resultado del estudio de artículos de revistas. Algu- 
nos problemas los hemos extraído de otros manualos. Miembros de 
la cátedra de matemática cibernética de la Universidad de Moscú y 
otros colegas nuestros nos propusieron una sorie de problemas. 
O. В. Ілрапоу presentó a disposición de los autores muchos de 
ellos. Algunos problemas fueron propuestos por S. V. Yablonsky, 
У. В. Alekséiev, A. A. Evdokímov, V. K. Leontiev, A. A. Márkov. 
A todos ellos les expresamos un sincero agradecimiento. 

Los autores quedan muy reconocidos por la atención que ha con- 
cedido S. V. Yablonsky a nuestro trabajo para la preparación do este 
libro. Sus consejos y recomendaciones han determinado considerable- 
mente la estructura y la dirección temática de esta colección de 
problemas. 

Los autores agradecen profundamente la participación de 
O. B. Lupanov, quien revisó todo el manuscrito y dedicó mucho 
tiempo a la discusión de su contenido. 

Nosotros estamos sinceramente reconocidos a S. S. Márchenkov 
por su minuciosa revisión del capítulo «Elementos de la teoría de 
los algoritmos», a V. I. Levenshtein por su examen del capítulo 
«Elementos de la teoría de la codificación» y también a los recensio- 
nistas V. V. Glagóliev y A. A. Márkov por las observaciones críticas 
y las ideas que expusieron para mejorar el libro. 


G. P. Gavrílov, A. A. Sapozhenko 


Capítulo 
I 


LAS FUNCIONES DE BOOLE, 
SUS FORMAS DE DESIGNACION 
Y SUS PROPIEDADES PRINCIPALES 


$ 1, VECTORES DE BOOLE 
EL CUBO UNIDAD 
n-DIMENSIONAL ! 


El vector (оц, у, « - -, %n) cuyas coordenadas toman sus valores 
del conjunto (0, 1) se llama binario o vector booleano (colección). Para 
abreviar designaremos tal vector por a” о с. El número n so llama 
longitud del vector. El conjunto de todos los vectores hooleanos de 
longitud п se llama cubo unidad n-dimensional y so designa por В". 
Los propios vectores 2” se llaman vértices del cubo В". Peso || 9% o 
norma del vector a” se llama al número de sus coordenadas iguales а 


la unidad o sea || 6% [[= Par Al conjunto de todos los vértices del 


cubo В" que tienen un peso k, le denominaremos k-ésima capa del 
cubo В", y lo designaremos por Bf. А 6848, vector booleano a” se le 


-È 


puede confrontar el número v (2? = 2 2,2%! que во Паша mimero 


del vector &”. Tia colección @* es, videnteniónta, una descomposición 
binaria del número v (а^). La distancia (de Hamming) entre los vér- 


tices @ y Ђ del cubo В" se llama número р (2, $) = 2 | as — Br I, 
que es igual al número de las coordenadas en las que ellos se diferen- 
cian. La distancia de Hamming es la métrica y el cubo B” es el espa- 
cio métrico. Las colecciones œ y б de B” se llaman adyacentes si 
о (а, Ñ = 1 y opuestas si р (2, $) = п. Un par de vértices adyacen- 
tes no ordenado se llama arista del cubo. El conjunto BF (a) = 
р (6, P) = К} se llama esfera y el conjunto SẸ (a) = 


зу Esto párrafo es auxiliar. En lo КЕСИМ зе a onen sólo los problemas 
$; 1.11; 5.14; 1.15; 1.31; 1.34; 1.35; 
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= (8: p (2, $) < К) se Mama bola de radio k con el centro en a. Se 
dice que la colección 2" precede a la colección $” (lo que se designa 
a” <P”) si a, < [и para todos los ¿ = 1, п. Si tiene lugara” е 6", 
entonces, se dico que a” rigurosamente precede a B” (lo que se designa 
a" < б"), Si tiene lugar aunque sea una de las dos relaciones eS 
<P" o "<T", entonces а” y $% se llaman congruentes. En el caso 
contrario se dice que 2" y 6° son incongruentes. La colección 9% pre- 
cede inmediatamente a la colección $" si а" <В" y р (a, $7) = 1. 
La relación de precedencia entre las colecciones es una relación de 
orden parcial en В". En la fig. 1 se representan diagramas de los 
conjuntos parcialmente ordenados B*, B°, В“. La sucesión de Jos vér- 
ticos del cubo (Zo, оң, - - ., 94) se llama cadena que una а Uy Y Ln 


Fig. 4. 


(lo que se designa: 19, Za)). si p (би, 2) =1 (i = T, Ё). El número 
k se Паша longitud de la cadena [y ам. La cadena (do, 0, + +.» ©} 
es creciente si 91-1 < G (i == Ї, Ej. La cadena z de la variedad 
(do, 9), + « ++ а) зо Пата ciclo de longitud k si 20 = aa. Supongamos 
que 9 = (ar 1, ..., n) у б = (Br б... Bn) son vectores 
de В". Por 20 f designaremos al vector (01 © Б, „© Ba --- 
+ «y An O fin) obtenido por medio de la suma рог el módulo 2 de 


cada par de coordenadas de los vectores 2 y $. Por & U б designare- 
mos al vector cuya i-ésima coordenada es igual a 0 si, y sólo si, œ; == 


= f, = 0. Рога П Ё designaremos al vector cuya ¿-ésima coordenada 
es igual a 1 si, y sólo si, æ; = В; = 1. Рог æ designaremos a un 
vector (opuesto а %) cuya i-ésima coordenada toma el valor 0, si 
в =1, y el valor 1, si a, = 0. Si о € (0, 1) admitimos que oa == 
= (ооу, Ody, - - -, сал). Con el símbolo 0, designamos al vector 
(0, O, . . ., 0) y con el símbolo Ї, al vector (1,4, ..., 1). 

El conjunto Ву, **. `` у, "к de todas las colecciones (ац, - - -, б) 


de В" ел las que оү; 


-> On 


4 G = I, k), se Паша cara del cubo В". El 
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conjunto 7 = (i,, .. ., in} se Паша dirección de la cara, el número k 
se llama rango de la cara y п — k, dimensión de la cara. 
1.1. 1) Encontrar el número | Bf | de colecciones &” de peso k. 
2) ¿A qué es igual el número de todos los vértices del cubo Б"? 
dez, 1) Hallar los números de las colecciones (1001), (01101), 
(110010). 


2) Encontrar un vector de longitud 6 que sea una descomposición 
binaria del número 19. 


1.3. ¿A qué es igual el número de colecciones % € BR que satisfa- 
cen la condición 21 < y (0) < 2"? 

1.4. Mostrar que para cualesquier %, б, y de В" son justas las 
relaciones: 


De Y<e Dre, P 
De =p aop, төр); 
З)р(@, D=121+ 16211 п Bl 
4p (2, = 112 © ВІ. 
1.5. 1) Hallar el número de pares no ordenados de los vértices 


adyacentes en В". 

2) Hallar el número de pares no ordenados de las colecciones 
G", P") tales que p (ат, фу = k. 

1.6. Sean & y Ê vértices del cubo В", р (&, б) = т. Encontrar 
el потегот йе vértices ӯ que satisfacen la condición: 


DG D+H, Derí В); 
Dp&, Pak, рф, Yer; 
З)р@ <, рф. Yer 
yea H<k о, Dr. 


1.7, Demostrar la incompatibilidad de los siguientes sistemas de 
relaciones para 2, Ё y y de В", n > 2: 


De, В)2> 22/3, pif +)2 20/3, р(ӯ, &) > 2/3; 
DDN, у <у(тФа), у) (ө; 
DESIRE 71, ПВТ &| 1 0 Fl, 
апп = 0; 
4120 B9F[=0, Nef e7li=nr—i. 
1.8. Supongamos que 9, б у y son vértices de В". Mostrar que: 
1)2< es equivalente a w ПВ =Ú; 


2 3yPB=T es equivalente а Ёа; 
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зап (06 =; 
ау («п =: 
5у@о® п бут) = (лт) Ов 
END уй пт= («П Y END: 
7) de 67, se deduce que TU Ёп) = (600) NT 
8)2<%Y es equivalente а жї) (BNP<EUÍ NY 
өп ип) у бп = («иф п бут) п GUA. 
3.9. ¿Cuál es el número de vectores (%, аз, ..., олг) de BY, 


tales que У) a,<m/2 para todos los т = 112? 
(«іт 


1.10. Hallar el número de vectores % de Bj tales que entre dos 
coordenadas de unidad existan por lo menos r nulas. 
1.41. 1) Mostrar que en В" existe un conjunto formado por 


( тА ) vectores incongruentes de раг еп par. 

2) Mostrar que cualquier subconjunto que contenga no menos de 
n -+ 2 vectores incluye un par de vectores incongruentes. 

1.12, Sean 0O<!I<k<HM y А (®) un conjunto de todos los 
vectores de B” congruentes con аг. Hallar la potencia del conjunto С: 


1)C=4(H ПВ, ZEBI 
2C0=4(H ПВ. TEBE 
3)C=A(2), TE BR. 


1.13. Supongamos que А S В?, y В es un conjunto de todas las 

colecciones de BR горган! aunque sea con una sola colección 
UL 

de A. Demostrar que 0 

1,14. 1) Mostrar, que en В" existe un número n! de cadenas dife- 
rentes de par en par, crecientes y de longitud n. P 

2) Mostrar que el número de cadenas diferentes de par en par, 
crecientes, de longitud n, que contienen el vértice fijo œ de Bh es 
igual а kl (n — 01. 


1.15.* 1) Mostrar que la potencia de cualquier subconjunto de 
colecciones incongruentes de par en par dol cubo В" no supera a 


(wa) 


2) Mostrar que si el subconjunto AS В" está formado 
por colecciones incongruentes de par en par у [G [[<% para cual- 
quier 26 А, entonces |A|< ( *] siempre que k< + 

1.16. Sean ру, Pas +=.» Pa números primos diferentes de par 
en par y N, el conjunto de todes los números, presentados en la 


forma piipzz ... рф, donde о{Є{0, 1), ї+=Т, т. Sea el subcon= 
junto AN tal, que ningún número «£A по es divisor de nin- 


gún número bEA diferente de a. Demostrar que |4|< ( ¡jay )- 


1.17. Supongamos que % y P son tales vértices del cubo В", 
que G<f, p(G, Ё)==К. Mostrar que el número de colecciones Y, 


tales que 296, es igual а 2. 

1.18.* Demostrar que el cubo B” se puedo presentar en forma de 
una unión de cadenas crecientes que no зе intersecan de par en par 
y que poseen las propiedados siguientes: 


1) el número de cadenas de longitud n—2% es igual а 


(te ы? J k==0, [n/2], y en este caso la colección mínima 


де cada cadena tal, tiene un peso k y la máxima, un peso n— k; 

2) si an Git Y 9142 Son tres vértices consecutivos de una cadena 
creciente quo tiene una longitud n — 2k, entonces el vértice $, tal 
que а; =р= < +» В + «+1, pertenece a cierta cadena de longi- 
tud n— 

1.19. Que sean аг y ђ unos vértices del cubo B” tales que p (а, $) = 
= k y sea С (a, В) el conjunto de todos los vértices % para los que 
existo una cadena (е, $] de longitud k + 2r que contiene este vértice. 
¿A qué es igual la potencia del conjunto С (а, $)? 

1.20. El conjunto A = В" se llama completo еп В" si cualquier 
vector É € B” unívocamente se restablece si se da la condición de 
que рага cada ZEA se conoce la distancia p(&, б). Un conjunto 
completo en В" se Паша básico si para cualquier vector & de A el 
conjunto AN (2) no es completo 

1) Mostrar que cualquier cadena creciente do, 01, ..., 9..1 еп 
B” forma un conjunto básico. 

2) Mostrar que los conjuntos В? y Вл. son completos en В" 
зі п 2> 2. Indicar un n >2 tal que В? no sea básico. 

3 ¿Con qué valores de n y Ё el conjunto В? no será completo 
еп B” 
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4) Demostrar que cualquier conjunto básico А өп Б" sa- 
М 
aero 141% 
5) Demostrar que ninguna сага de dimensión п— 2 ев un conjunto 
completo en В 
6) Mostrar que el número Y, de conjuntos básicos. en В" satis- 
face a las desigualdades 2-(n!) < w,<(%). 


1.21. Sea q la aplicación recíprocamente unívoca de В" en sí 
mismo. So dice que la aplicación ф conserva la distancia entre los vér- 
tices, si р (ж, В) = р (е (3), Ф ($) para todos los а, В de B”. De- 
mostrar que la aplicación y conserva la distancia si y solamente ві, 
puede ser obtenida por medio de: 

1) cierta permutación de las coordenadas, simultánea en todas 
los colecciones de В"; 


2) cambios de O por 1 y 1 por 0 en algunas coordenadas de todos 
los vectores. 

1.22, La aplicación ф del conjunto В" еп sí mismo se lama 
monótona si de у (&) < v (В). se deduce que v (Ф a) <v (0 Ё)). 
Hallar el número de aplicaciones monótonas del cubo , ФЕ 

1.23. Sea & Є В}. El conjunto M} (a) == (y: v (ү) < v (a), y € 
€ В) se llama segmento inicial de la сара Bẹ. Sea A = В"; designa- 
remos рог Z? (А) el conjunto de colecciones В € Вр para los cuales 
existe tal 2 € А, que P<au. 

4) Sea æ E€ BR ө in ta a <А <<... < ап) 
sean los números de las coordenadas del vector &, iguales a la uni- 
dad. Mostrar que 


MA (7) 


2) Mostrar que si <k y A es el segmento inicial de la capa Bẹ, 
entonces el conjunto 27 (А) será el segmento inicial de Ја capa Bf. 

3) Sea & € BR y sean dy ip .. ., (0С... Сй 
< п) los números de las coordenadas del vector & iguales a la unidad. 
Sea A = MP (9) y L< К. Mostrar que 


Ir +(“Ү*). 


tisface la condición 


49) Sea 4 < m< ($) - Demostrar que el mínimo de la magnitud 


1Z5_,(4)| en todos los А = Bf, tales que |A 1 = т, зе alcanza 
en el segmento inicial de la capa BR. 


5) Sean 1 <m (% ) y 1<E. Demostrar que el mínimo de Ја mag- 
nitud |Z? (А) 1 en todos los A <= Bf, tales que | A | = т, se alcan- 
za en el segmento inicial de la сара B%. 
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6) Que sean ау, ау, .. -, an números dados para los cuales existe 
un tal conjunto A de colecciones incongruentes de par en par que 
ГА ПВ | = an (k = б, п). Entonces el mínimo de la magnitud 
127 (А) | cogido por todos esos conjuntos А se alcanza en el caso 
de que para cualquier ¿> 1 el conjunto Z? (А) sea segmento inicial 
de la capa Bf. Demostrar esto. 

1.24*. Sea А < В" un conjunto do colecciones tal, que по exis- 
ten_colecciones 2, б, Y de A para las cuales & ПЁ = 0, yau В = 
== ў. Sea а, = | A П BÈ |. Demostrar, que 


oa n n 
arm (rim) +00) (5) + (ә) 2, 
para todos los k, m natúrales que no superen ап. 

1.25. El conjunto Г (А) = (a: æ Є В"УА, р (а, А) = 1) se lla- 
ma cota del subconjunto АСВ". Sean 1< i < ig < -o < in п. 
Designemos Аш, 4.777.186] conjunto de todas las colecciones de A 
en las que la coordenada con el número і; es igual a oy (j = 1, К). 

Llamaremos centro del conjunto А а una colección tal en la que 


la i-ésima coordenada es igual а 0, si | А} | >$ | А 1, y es igual a 1 
i 


en el caso contrario. Designaremos por& 62: **=* ‘л 1а colección obte- 
nida de % al cambiar las coordenadas que llevan los números ¿,, їз, 
‚зї por las opuestas. 
1) Mostrar que para todo А © В" existe un A’ = В" tal que 
[477 = | A 1, IF (4) 1 = | T (4) | y ol centro de A” es el vértice 
, 0). 


que el conjunto А = В" posee la propiedad I si 


para todo А сш B” existe un conjunto A” con centro 0, tal, que 
ІА |= | А |, 4” posee la propiedad I y |T (4°) | = |T (A) |. 

3) Diremos que el conjunto А = B” posce Ja propiedad ЇЇ, si 
para cualesquiera i, j (4 <¿< < п) de а € Ai? se deduce que 
ati € A. Mostrar que para cualquier А con centro Ú que posea la 
propiedad I existe un A” con el centro en Ô que posee las propiedades 
Ту II y que es tal, que | A | = | A’ |, | E (4°) 1 I T (4) 1. 

4*) Mostrar, que el min |Г(А)] por todos los AS В", es tal 

һ 


ка 
que Y) (0) А У) (7). se alcanza en el conjunto A= 
¿mo — 


—=5й—1(б) UMA(%), donde MA (2) ез un cierto segmento final de 
la capa BẸ (véase el problema 1.23). 

1.26. Que sea q (п) (ф' (n)) la potencia máxima del conjunto 
А = В", tal, que || ® N $ || = 1 (correspondientemente || & f Ê 11 > 
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> 1) para dos cualesquiera diferentes vectores de A. Mostrar que: 
1) (п) = n; 2 y (п) = 27. a н 
1.27. Sea F (п, К) una familia de subconjuntos A del conjunto 


В", tales que }® NB Il > k, para cualesquiera a y ў de A. Sea 
Ф (n, K) = max , ] 4 |. Demostrar las siguientes afirmaciones 
ЛЕР 0, № 


еъ > Ж (1). 


Da 


дубаа Ac F (n, k); entonces |AN BIHAN Ваа l< ( 


)- 
1) 


z 
1 
зуві 1;> LERES la igualdad ¡AN ВАПА] 
2 


so alcanzará solamente en el caso de que AÑ Bñ-i+a=a = Ø- 


dom h= Y (1) + n-+k es impar, Ф(п, А) = 


а-па 
E 


0 Дөн» 


un 


1.28. Sea F, (n) una familia de subconjuntos А єз В" tales que 

p(&, <2r para cualesquiera @ y Ẹ de A. Sea Ф, (п) = máx J4l 
лєк 

4*) Mostrar que el máximo |A| por todos los AGF, (n) se al- 


canza en los conjuntos de la forma SF (9) y es igual a 3 (> 
е] 


2) Para un п impar y r = 11, dar un ejemplo do un conjunto 


A ЄР, (n) que no sea una bola de radio г, para la cual | А | = Ф, (л). 

1.29%. Diremos que el subconjunto А <= В" posee la propiedad 
1, si cualesquiera dos vectores de A tienen una coordenada unidad 
común, poseo la propiedad П, si para cualquier а EA el vector opues- 
to_% no descansa en А y, por fin, poseo la propiedad III, si de & € А 
у ® < Ё se deduce que $ Є А. Sea ар (n) el número de subconjuntos 
Я = B” que poseen simultáneamente las propiedades І y П, y 
Ф (п) el número de subconjuntos А = В" que poseen la propiedad 
ПІ. Mostrar que: 


poms, y (п)‹с®(л—1). 
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_ 1:30, Sea A с В"; R (А), el número de aristas (Z, б), tales que 
a €A, $ EB"SA. Mostrar que | R (4) | > mín (14 1,2% — |A I} 
1.31. Demostrar las siguientes afirmaciones: 
1) El número de las diferentes caras de dirección fija (£,, a, 
in} es igual a 2 
Dos caras diferentes de una misma dirección no so intersecan. 
3) La unión de todas las caras del cubo 3” que tienen una direc. 
ción dada, da como resultado todo ol cubo. 
4) El número de todas las caras de rango % del cubo В" es igual 
n 13 
а (5) 2" 
5) El número total de caras del cubo В" es igual а 3”. 
6) El número de caras de .!imensión k, que contienen el vértice & 


dado, es igual a (Fi 


7) El número de caras de dimensión k, que contienen la cara dada 
de dimesión 1, es igual a (7—1) . 


8) El número de caras k-dimensionales que se intersecan con la 
cara I-dimensional dada, del cubo В", es igual a 
min (А, 0) 


1 j пі 
3 (AGI) 
= 
1.32. Intervalo del cubo B", se Паша al conjunto de 1а forma 
Ñ: a< 7 < 6), donde а y $ son ciertos vértices tales, que a < б. 
El número р (a, б) ве Паша dimensión del intervalo. Mostrar que una 
cara de dimensión k ез un intervalo de dimensión k. 


1.33. Sean gı, gs, gs, caras del cubo В". Mostrar que de g, П 


08% Ø, 8 П вз D, Es NE A Ø, зе deduce que (g N ga) П 
П вз з Ø. 
1.34. Sean т;, na, - 


+ Ra, UNOS números enteros y no negativos 


tales, que 2" Ж 2”. Entonces еп B” existen unas caras g,, gp, 
í 


<< з En de las que so forman pares de caras que no so intersecan у 
que tienen una dimensión igual a m, My, ..., n, respoctivamento, 
Demostrar esto. 


1.35. Las caras g, y g, del cubo В" se llaman incomparables si 
no se cumple ninguna de las incluisones g, S 8, g, S gi» 


1) Mostrar que existe un conjunto de caras del cubo B" for- 
mado por (ев) (PTEI) caras incongruentes de par en par, 


2) Mostrar que la potencia de cualquier conjunto de caras dol 
cubo В" incongruentes de par en par no supera a (ыз) х 
х2" 15. 


2. 49 


1.36. Sea L (п, k) el número mínimo de vértices de B” tales, 
que en cada cara k-dimensional haya aunque sea uno solo de estos 
vértices. Demostrar que: 

1) $ (л, 1) = 2; 

2) L (n, n — 1) = 2; 

3) L (n, 2) < (2/3) 

4*)m<L(n, n—2)<m-+2, donde т es el menor número en- 


toro para el cual (pi) 275 
bah) ` 
5)L(n 6—0) J (6) 
z 


6) Lin, №) >Y"L(, К), Кт п, 
4.37. Mostrar gue las colecciones de В" so pueden disponer en 


una sucesión ©, Ue, » . ., 92" tal, que es un ciclo, 
1.38. Demostrar que en В" no hay ciclos do longitud impar. 
1.39. Al vector binario (о, ол, +: «» @ x-1) lo llamaremos n-uni- 


versal, si para cualquier vector (Во, В. 0.1) do В" existe tal 
número k, que Bi =a; =0, n 1), donde КӨ і = 
= k + i (mod №). Aclarar si es el vector a n-universal en el caso 
de que: 

1) = (0014), 

2) а = (01014), 

3) a = (00110), 

4) a = (00011101), п = 3. 

1.60. Demostrar que para todo п natural existe un vector n-uni- 
versal de longitud 2” y no existen vectores n-universalos de longitud 
menor que 2”. Bi 

1.41. El ciclo Z del cubo В" se Пата 2d-ciclo si | Z f 84 (9) | = 
= 2d + 1 para todos los & Є Z, o sea, si para cualquier vértice œ del 
ciclo Z el conjunto de los vértices del ciclo, que se encuentran a una 
distancia no mayor que d (por el cubo), coincide con el conjunto de 
los vértices que зе encuentran a una distancia no mayor de d «a lo 
largo dol ciclo», 

1) Sea І (n) Ja longitud máxima de 2-cielo ел В". HalMar 1 (л) 
para п = 5, 

2) Sea Z 2-ciclo ел В". Mostrar que еп cualquier cara de dimen- 
sión 4 hay no más de ocho vértices del 2-сіс1о Z. 

3*) Mostrar que la longitud máxima de un 2-ciclo en В" по es 
mayor que 2%, n > 3. 

1.42. El par (Zi, 9,41) que está compuesto de dos vértices conse- 
eutivos del ciclo Z de) cubo В" se llama arista del ciclo. Mostrar que 
en 8* existe un ciclo de longitud 32, en el que cualesquiera cuatro 
aristas consecutivas tienen, de dos en dos, direcciones diferentes. 
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1.43. Sean а, . аһ, números tales que a; > 2(¿=1, п). 


Mostrar que el número de las sumas Y ia, %“є{0, 1), i 
© 


=1, n, que satisfacen la condición | > (—1)%a,|<1, no supera a. 
@ 


(аљ) 
12/212 * 
1.44. Sea А а= В", |A|>2"-!, Mostrar quo existe no menos de 


п aristas del cubo que se contienen por entero en А. 


§ 2. FORMAS DE EXPRESION 
DÉ LAS FUNCIONES DE BOOLE, 
FUNCIONES ELEMENTALES. 


FORMULAS. 
OPERACION DE SUPERPOSICION 


Dosignaremos рог 2" (o 2) una colección de símbolos variables 
(а, Zas 2. 5, ж) y por Х", un conjunto de esos mismos símbolos va- 
riables. La función f (Z*) definida sobre el conjunto В" y que toma 
sus valores del conjunto (0, 1) se llama función del álgebra de la ló- 
gica o función booleana. Designaremos рог Р, (Х") el conjunto de 
todas las funciones booleanas de las variables а, 23, ..., х1. 

La función booleana / (2") se puede presentar con wna tabla 
T (f) (véase la tabla 1). Aquí las colecciones 5 están colocadas en 


Tabla 1 


el orden de crecimiento de sus números. En lo sucesivo, suponiendo 
una colocación estándard de las colecciones, presentaremos la fun- 


ción f (Œ) por medio del vector 23" = (ao, ол,..., булш) en ө] 
cual la coordenada œ; representa en sí el valor de la función f (2°) 
sobre la colección б con el número ¿(¿=0,4, ..., 2% — 1). 


Por el símbolo №; designaremos el conjunto (0: (0 € В") & 
&( (ву = 1). 


2t 


La función booleana f(2*) puede ser también dada con una ta- 
bla rectangular Пь, „2, (f) (véase la tabla 2) en la cual los valores 
Tabla 2 


100}, On ..., On)de la función f están colocados en la intersec- 
ción de la «fila» (оу, Oz, ..., бл) con la «columna» (Ory, IP 
On), 1<К<п. 


Las funciones booloanas dadas en las tables 3 y 4 so considerarán 


elementales. 


Citaremos las designaciones y los nombres de estas funciones. 

1) Las funciones 0 y 1 se llaman correspondientemente ¿idéntica 
а cero e idéntica a la unidad. 

2) La función f, se llama función idéntica y se designa por z. 

3) La función f, sé llama negación de х, se designa z o “]x y con 
frecuencia se lee «no 2». 

4) La función fs se llama conjunción de z, у хь, so designa 2, de 
& xy о 2,-x, O алу o min (а, £a) y con frecuencia se lee «т, y ту». 

5) La función f4 se llama disyunción de z, y сз, se designa т, V Za 
o жу + т, о max (хул) y con frecuencia se lee «t, o z. 

6) La función fs se llama suma por el módulo 2 de лү y ту, se de- 
signa £, Ф х, y con frecuencia se lee «z, más z». 

7) La función fa se llama equivalencia де тү y Ta, зе designa z; ~ 
m~ ж, 0, +> ж, о дү = z, у соп frecuencia se lee «z, es equivalente 
а ту. 

8) La función fy se llama implicación de z, y za, se designa лү — 
г, о шу D 2, y con frecuencia зе loe ex, implica 0 ту». 

9) La función fs se llama raya u operación de Sheffer de t, y ху, 
se designa z, | т, у con frecuencia se lee «no т, y тэ. 

10) La función fọ se llama flecha u operación de Peirce de z, y zy 
so designa x, | z, y con frecuencia se loe «no ху о zp». 

Algunas veces las funciones 0 y 1 se consideran como funciones 
dependientes de un conjunto vacío de variables. 

Los símbolos 7], &, Y, Ө, ~, etc. que se emplean on las desig- 
naciones de las funciones elementales se llaman enlaces lógicos. 

Fijemos cierto alfabeto de variables X (finito o contable-infinito). 
Supongamos que Ф = (ff, ff, ...) es un conjunto de símbolos 
funcionales en donde los índices superiores indican los lugares («ar- 
nost») de los símbolos. Algunas veces los índices superiores se omiten 
pero entonces se supone que se conoce el «arnost» de los símbolos 
funcionales. 

DEFINICION 4. Fórmula sobre el conjunto Ф se llama a cualquier 
(y sólo a una tal) expresión de los tipos siguientes: 

1) fu Y fy (а, Ziy» > 55 Zin), en donde ў, y fy son símbolos fun- 
cionales de cero lugares y de л lugares respectivamente y т, 21, + + - 
«+ э, 1, son las variables del conjunto X; 

2) fm (Az An, - - -, As), en donde fm es un símbolo funcional 
do s lugares у YÑ; es una fórmula sobre Ф o bien una variable de X, 
i=j, s 

Para agudizar la atención en que en la fórmula Y entran sólo va- 
riables de X (о sólo símbolos funcionales de Ф) anotaremos A (X) (y 
respectivamente Y [D)). 

Algunas veces se anotan las fórmulas del tipo / (т, y) en forma do 
{zfy) o bien zfy, y la fórmula f (z), en forma do (fz) o fz. En estos 
casos al símbolo f lo llaman enlace. 

Generalmente se emplean en calidad de enlaces los símbolos del 
conjunto S = {7], &, V,O,=,—, |, 4) 
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DEFINICION 2. Se llama fórmula sobre © a toda (y sólo a una tal) 
expresión de los tipos siguientes: 
1) ж es una variable cualquiera del conjunto X; 


21%), (A&V), AVE) 108), (9 ~ 3%), A8), 
(AIB), (1/8), en donde A y Y son fórmulas sobre б. 


Usualmente se aceptan los siguientes acuerdos para la reducción 
de la escritura de las fórmulas sobre el conjunto de los enlaces 6: 
a) se omiten los paréntesis exteriores de las fórmulas; 


b) la fórmula (Mo escribe en la forma de Ў; 

с) la fórmula (A&B) se anota en la forma (A-8) o (AV); 

d) so considera que el enlace 7] es más fuerte que cualquier enla- 
се de dos lugares de ©; 

e) el enlace & se considera más fuerte que cualquiera de los enla- 
сез V, Ө, ~, > l }{. 

Estos acuerdos permiten, por ejemplo, escribir Ja fórmula 


(Ca) = ((z&y) уз) en la forma т — (zy V3). 
Se emplean también escrituras miztas de las fórmulas, por ejem- 


plo, 20 f (y, 2) о лу] (2, 0, 23) V 3 1 (1, Za, т). 
Supongamos que a cada símbolo funcional /“'? del conjunto Ф 


se la coteja cierta función F: В"! ~ В. El concepto de función y 
que se realiza con la fórmula Ф sobre el conjunto Ф se determina рог 
inducción: 


1) si A= ДО (Ejs Lias ...› ж), Entonces para toda colección 
(04, 9, ..., ом) de valores de las variables лд, ja» ..., 2) Ol 
valor do la función py será igual а Fi (%, аз... ni) 


2)5i A= f (Us Ag, ..., Am), еп donde FED, Ay =Ar (ya), 
Unas 55» Ума) es una fórmula sobre Ф o una variable de X y on 
toda colección (оу, Œrz, ...‚ Aus) de los valores de las variables 


Uno Ynes ===> Улар la función фу, igual а Ba (&= 1, m), entonces, 
Фу (бш, баз, 0 ер o go Ahas +e 
+++, Фаз, -t-s Omis mas +++) Amam) = 
=F (Bis ..., Pro o 


(aquí P es la función cotejada al simbolo funcional /). 
Si == 0 (8), Zis ...› Zy), entonces Py se designa corrien- 
temente for Р, (21, Sp ..., Tya)» Pero si A= f (Ans War -r Am) 


m) 
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entonces Фи se designa por РФ, (Ип, Vie ===" Y) 5:5 
<< <> Фр (Ута, Ymzs »--> Утена) 

El concepto de función Фу, realizado por medio de la fórmula 9 
sobre el conjunto de enlaces ©, se introduce de la manera siguiente: 

) а la fórmula A = z, en donde z € X, зе le coteja una función 
idéntica Qg (2) = 2; 

2) si A = (18) (o = (8 O 6), en donde O € (€, V, O, ~, 
>, |, 4)), entonces фу = pg (respectivamente Py = 9 O Ф» 
habiendo que entender el símbolo O como la designación de la fun- 
ción booleana elemental correspondiente; véanse las tablas 3 y 4). 

Supongamos que {21, Ta, ..., n} es el conjunto de las va- 
riables que se encuentran aunque sea en una de las fórmulas A о Y. 
Las fórmulas 9 у B se Патар equivalentes (se designan @ = Y о 
M == 18), si en cualquier colección (ол, Az, + . -+ л) de valores de 
las variables ху, Zs,  » -» Zn, coinciden los valores de las funciones 
Фи Y Py que se realizan con las fórmulas Y y 8, respectivamente. 

Sea Ф un conjunto de símbolos funcionales (o de enlaces lógicos) 
y P, un conjunto de funciones que les corresponden. Se llama super- 
posición sobre el conjunto, P a toda función F que pueda realizarse 
por medio de una fórmula sobre el conjunto Ф. 

2.1. Сиб) será el número do funciones еп Р, (X”) que tomen en. 
colecciones opuestas los mismos valores? 

2.2. Hallar el número de funciones en Р, (X”) que en cualquier 
par de colecciones adyacontes toman valores opuestos. 

2.3. ¿Cuál es el número de funciones en Р, (Х") que toman el 
valor 1 en menos de k colecciones de В"? 

2.4. Construir en vectores la función h, por las funciones 
$ (жу, 23) y E (£a, 71) dadas en forma vectorial: 

4) d= (1011), A¿=(1001), лба, Za, а) =f (g (Zor T4), Ta); 

2) а= (1011), &g=(1001), № (29) = (а, 2a) V E (2o д); 

3) 2,=(1000), а;= (0111), № (25) = (21, 22) &g (85, а). 

2.5. Que sea уу un número, cuya descomposición binaria consti- 
tuyo la colección (ду, ту) y va un número cuya descomposición hina- 
ria es (т, т). Sea f; (21) el i-ésimo orden de la descomposición bina- 
ria del número |, — vs |, ¿= 1, 2. Construir la tabla rectangular 
П»„ de las funciones f, (2%) y fa (2%). 

2,6. 1) La función f (23) se determina de la siguiente manera: es 
igual a 1 si ту = 1, o bien si Jas variables z, у гу adquieren distintos 
valores y el valor de la variable ту es menor que el valor do la va- 

_riablo 25; en el caso contrario la función se hace cero. Componer las 
tablas 7 (1) y I,a Y) de la función f (28) y escribir las colecciones del 
conjunto Ny. 

2) La función f (2%) se da de la siguiente forma: es igual a cero 
sólo еп las colecciones Z = (а, 21, %, оң} para las cuales la desi- 
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gualdad у + а > аз + 2a4 os verídica. Construir la tabla 7 (f) y 
escribir las colecciones del conjunto №; de esta función. 


/ 2.7. La función 7 (2%) so Паша simétrica si f (21, = Lp) = 


п 
= Í (Zis Zin ..., Zin) con cualquier sustitución Б i da 
as Las eers En, 


2) Mostrar que si f (2%) сз una función simétrica, entonces de Ја 
igualdad [127 1 = || Ê” || se deduce la igualdad f (@°) = f (Ё). 
2) Hallar el número de funciones simétricas que hayen P, (X"). 
2.8. Soa f (2) una función arbitraria del álgebra lógica (п > 1). 
Le cotejaremos la función simétrica S (уу, Ya» ..., Ym), en donde 
т = 2% 1: 8(а") = f É’), si Па" || = v ($"). Demostrar que 


СНЛ 
A AR аф Ы 
ЗЛ? veces 29-2 veces 2"—% veces 2 voces 


=f (ш, з... Ei 23, 2%). 


2.9, Aclarar cual de las expresiones que se exponen a continuación 
son fórmulas sobre el conjunto de enlaces lógicos (7], €, V, =) 


1) 2>y 5) (2>(y£(1 2); 
2) (28) ту; 6) (=&0) ч 2; 
3) (2—0): 7) (12-2). 


4) (у (2): 

2.10. Aclarar do cuántas manoras se pueden colocar los parénte- 
sis en la expresión A para que cada vez resulte una fórmula sobre el 
<onjunto de enlaces lógicos { 7], &, \/,->}, si: 

1) А=-л-»у&85; 

2) А=&у&-у-з\/ 2; 

3) Ami>7y>28 7%. 


2.11. Llamaremos complejidad de la fórmula sobre el conjunto de 
enlaces lógicos © al número do onlaces en ella. Demostrar por la 
«complejidad de la fórmula a base de inducción que en una fórmula 

1) de complejidad no cero se contiene por lo menos un par de 
paréntosis; 

2) el número de paréntosis izquiordos es igual al número de pa- 
réntesis derechos; 

3) no hay dos enlaces que estén juntos; 

4) no hay dos símbolos de variables que estén juntos. 

2.12. Llamaremos índice del enlace en la fórmula a la diferencia 
entre el número de paréntesis izquierdos que preceden al enlace 
examinado еп la fórmula dada y cl número de paréntesis derechos 
que preceden a este mismo enlace. Demostrar que cualquier fórmula 
de una complejidad по cero sobre el conjunto [7], &, \/,—>}, 

4) contieno un único enlace de índice 1; 
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2) puede ser presentada de una sola manera en una de las si- 
guientes formas: (| 9), (A & 8), (A Y Y), (4>-8), en donde A y Y 
son fórmulas sobre el conjunto (1, &, Y, >). 

2.13. Examinemos una anotación sin paréntesis de fórmulas sobro 
el conjunto de enlaces ("], &, Y, >); en lugar de (72), (£ & y), 
{z V y) y (т >y), escribiremos “| =, & zy, Y ay, —- ту. Por ojemplo, 
la fórmula ((7] z) — (y V (712))) so representará ] >= Y y |2. De- 
mostrar que si cada uno de los enlaces de, Y, —se evalúa con el nú- 
mero -+1; cada símbolo variable, con el número —1 y el enlace 7], 
con cero, entonces, en la anotación sin paréntesis de la expresión A 
habrá una fórmula si, y sólo si, la suma de las evaluaciones de todas 
las entradas de los símbolos en A es igual a —1 y оп cada segmento 
inicial de la exprosión А esta suma es no negativa. 

2.44. Aclarar si la expresión A es una fórmula sobre el conjunto 
Ф, en el caso de que: 

4) А == ў (к (т, y), 1% (ху), Ф = 1%, g®, qe); 

2) А = jsh, Ф == (80, q); 

3) А = gù (2 (1, 2), Ф = {/%, фо 

4) A = g” (фо, /®, (т, y, 90), Ф = (10, gr 

5) A = (pr Yo z, ф% (2)))), Ф = Y, фо). 

2.15. Hallar el vector 2, de la función Ф que realiza la fórmula A 
sobre el conjunto Ф = (£", f$, g®) si a los símbolos funcionales 

D, 9), g® se los comparan las funciones booleanas determinadas 
respectivamente рог los vectores (10), (1014) y (1000): 


1) ASP APE? (=, PO Y 
2 A= gD PIPE MN, Al PU 
3) A=IP (Л (с, #®(/ (2, у), AP (0))))- 


2.16. Construir las tablas de las funciones realizables соп las 
fórmulas siguientes (sobre el conjunto de enlaces ©): 


1) >) Ө (0-2) Ф (>=2) 

2) Œ V v) V (2-2) p(z ~ y; 

3) 2 (z ~ (у O 22); 

4) (ely) $ 210) $ z- 

2.17. Una fórmula sobre el conjunto @ se llama idénticamente 
verdadera (idénticamente falsa) si la función que la realiza es igual a 1 
(о, respectivamente, a cero) en toda colección de valores de las va- 
riables. Aclarar cuál de las fórmulas indicadas a continuación es 
idénticamente verdadera o idénticamente falsa: 

1) (= 0) > (œ V 2) (у V 2); 

D (8 y ~ a (2-0) _ 

3) (@ V y) 4 (Ө 0) Ө (ху (= V y); 

4) (z V y) 2 —>((ж ~ а) © y) (ж (42))- 
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2.18. ¿Son equivalentes las fórmulas A y V? 

1) A = (e V y) V ENE У 2), 8 == ~ 2; 

2) = (z =y) >2, B = z (у >z); 

3) U= (18 y) — (z V D) (E 0) (29 y) 8 = r ly 

4) A = >9V(G—=>2) y) 8 = (лу) (y —> 22). 

2.19. Hallar todas las funciones dependientes sólo de las varia- 
bles del conjunto (z, y) y que son superposiciones sobre el conjunto P: 

йр из, 1}; 

) ши. O (ш Уи) В 
3) Р = {f (и, из) = (1101), g (ш, и, и) = (10010110) 1). 
2.20. La profundidad de la fórmula A sobre el conjunto Ф (se de- 


signa depo (91)) se determina por inducción: 
(1) si A es un símbolo variable o un símbolo funcional de cero 


lugares, entonces depa A 
gy si A =/" (91, An), en dondo ў € Ф, entonces, 


depo (2) = máx, depo (0-1, 


Hallar la fórmula Y sobre el conjunto (4) que tenga una pro- 
fundidad mínima y que realico la función: 

1)/=2Vy; 2) =:9 y; 3) f = zy. 

2.21. Aclarar si se puede realizar la función f con la fórmula A 
de profundidad Æ sobre el conjunto de enlaces $5 en los casos si- 
guientes: 

aee k= bam AU 

2) f =z >y, k = 3, (У. =}; 

еы ы кы; 8 = (>, 4). 

2.22. Domostrar que la función f no puede ser realizada con una 
fórmula sobro el conjunto de enlaces $ cuando: 


1) f=29y, 5 = (8) 


2.23. ¿So puede realizar la función ў con una fórmula de profun- 
didad k + 1 sobre el conjunto 5 si olla es realizable con una fórmula 
de profundidad д sobre ese mismo conjunto $? 

2.24. La función 7 de Р, es realizable con una fórmula de pro- 
fundidad k sobre el conjunto S. Mostrar que la función f puede ser 
realizada sobre ese mismo conjunto S con cierta fórmula cuya pro- 
fundidad será mayor que Ё. 

Al oporar con las funciones de álgebra lógica son con frecuencia 
útiles las siguientes oquivalencias (las que en lo sucesivo se llamarán 
equivalencias básicas): 


1) Aquí y еп lo sucesivo en la presentación vectorial de una función en lu- 
gar do la anotación @у = Ё emplcaromos la anotación f = 
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«Oy = yOz (conmutatividad de los enlaces O, en donde el 
sito О representa la designación general de los enlaces &, Y, Y, 
А Ао = = 200002) (asociatividad де los enlaces O, en donde 
O es Ja designación general para los enlaces €, Y, 0 ~); 


ZEy=3V Y y 2 VyY=36T (regla de Morgan); 

sV (26y)=x% y а& (ж Y y)=x (regla de la absorción); 
2VES8y=3V y y 2«(EV y)=28y; 

®& (у V г} = (ж & у) V (262) (distributividad de la 


conjunción con relación a la disyunción); 


х\/(у&зв) = (aAVy«(zVz) (distributividad de la disyunción 
con relación a la conjunción); 


сбу O 2) = (260) O (262) (distributividad de la conjunción con 
rolación a la suma por módulo 2); 


О=т&т=х&0=х@т 
i=2Y I=1V Í=2-=x; 
== т=т&хл=х&1=хх\/ 0; 
i=101 2y=(1001; 

« @ у= (к & у) V (ESy), 2>y=(2£y)02)0 1. 
2.25. Comprobar si son justas las relaciones siguientes: 
1) VW ~ 2) = (Vy) ~ ў 
2) ү И, 0505 la 
3) х& (y ~ 2) = (z&y) ~ (242); 

4) z — (y V2) = (= >y) V (2 >2; 
5) z — (y&z) = E (= = 2): 


6) Ө (y =z) Ө у) — (z9 2); 
7) x (у 2) = (z —> у) => (x — 3). 


2.26. Realizar la función f con una fórmula sobre el conjunto de 
enlaces $ si: 


DI 
2 


Зуў=хж— 
47-2107 520). 


2.27. Demostrar, empleando las equivalencias básicas, la equiva- 
lencia de Jas fórmulas Y y 38 еп los casos en que: 


1) A=(£ V (2%y) V (1&3), B=28£y%2Y 2£2; 
2) A = (®—> у) —- (&& у) Ө (ж Y), B= (z V у) & (2 V Y); 
3) @—=—=х->(ж& y) ((®-» у) у) & п), B=y>(2>2). 
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2.28. Demostrar que la fórmula A es equivalente а la fórmula Y 
si, y sólo si, es idénticamente verdadera exactamente una de las 
fórmulas 


(1>8)>8, AV T (A >). 


2.29. Demostrar que una fórmula A que contenga sólo el enlace 
~ es idénticamente verdadera si, y sólo si, cualquier variable que 
esté contenida en la fórmula Y entra en ella un número de veces par, 

2.30. Рог SÉ% | se designa la fórmula que se obtiene de la fór- 
mula Y por medio de una sustitución simultánea de cada entrada 
de la variable = en la fórmula $. Si z no entra en la fórmula $1, en- 
tonces (por definición) se supone que SA | = Y. 

1) Demostrar que A es una fórmula idénticamente verdadera si, 
y sólo si, es idénticamente verdadera la fórmula Sj,..., A |, en 
donde y, e y, son algunas variables que no entran en Ja fórmula 9. 

2) ¿So puede excluir en 1) la condición de que y, e y, no entren 
en la fórmula Y? 

2.31. 1) Supongamos que la función f (z, y) de Р, satisface la 


relación 
/@ (к, 1 (у, 2), 1 ( (ж, 0), F =1 | 

Demostrar que entonces serán justas las siguientes equivalencias: 

a) f (x, z) = 1; 

b) f (z, f (v, 2) =1; 

c) 4 G (f (æ, 1), f (ж, 2), / (ж, / (у, т))) = 1; 

4) (ба y), fU (e, $ (у, 2) Ў (т, 2))) = 1; 

e) 70 (z, f, 2), 7 (у, 7 б, 2) = 1. 


2) ¿So deducen las equivalencias b), с) y d) de la equivalencia е)? 


$ 3. TIPOS ESPECIALES 
DE FORMULAS. 
FORMAS NORMALES DISYUNTIVAS 
Y CONJUNTIVAS. 
POLINOMIOS 


La fórmula ш ka: &...&дү (la fórmula 20: V a ү... 
++. V 207), en donde оу Є (0,1), zi, = Tips Tip = Tip Ín E (1,2, ... 
. . ., n} para todos los k = Í, г, se llama conjunción (respectivamen- 
te, disyunción) sobre el conjunto de variables Х" = (ау, тъ, ..., Tn). 
La conjunción (disyunción) se llama elemental (o abreviadamente 
c.o. y d.e.) si 21,3 Zip para j == К. Los símbolos & en la c.e. serán 
omitidos para reducir la escritura. Las expresiones dol tipo 27% se 


llamarán letras. Llamaremos rango de la c.e. (d.e.) al número de le- 
tras en Ја с.е. (d.o.). La constante 1 se considerará с.е. de rango 
cero y el cero, d.e. de rango cero. ё 
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La fórmula del tipo 
DK, V KV... VK, wm 
(su notación abreviada es ҮК), donde K; (4 = 1, 3) son conjuneio- 


nes, se llama forma normal disyuntiva (abreviado f.n.d.). 
La fórmula del tipo 


%=D,%D,%...£D, (2) 
(su notación abreviada os ¿Do donde D; (i = T, з) son сопјипсіо- 


nes, es llama forma normal conjuntiva (abreviado 1.n.c.). El número 
s so llama longitud de la f.n.d. (longitud de la f.n.c.). La suma de los 
rangos de las conjunciones (disyunciones) se llama complejidad de 
la f.n.d. (complejidad la f.n.c.). La forma disyuntiva normal (la 
forma conjuntiva normal) sobre un conjunto de variables X” == 
== (01, Ze, ..., Zn} se llama perfecta si está compuesta de par on 
par por diferentes conjunciones elementales (disyunciones elementa- 
los) de un rango n. 


Sea ў (2") una función booleana y sea 11 <... <. 


an T 
HERI 1, 


Mediante foros s., op" (2") о a veces por э 


designaremos la función obtenida do f(2”) sustituyendo en el lugar 
de las variables Zi, Zi, ..., Z} las constantes correspondientes оз, 


в» ..., оъ. La función fosos. 0А (3%) so lama дїї... а соте 
ponente de la función 1 Œ) o subfunción de } (2°). La subfunción 
dan.. o, ^ (57) so Паша propia si kyen, ksf0. Las subfunciones 


do la función / (2") son diferentes si ollas difieren como funciones 
de las variables д, Za, ..., Tn. 


Sean1<i іо <... <, <, entonces, es justo la representación 
(2) айай}... H 

ке» ањ дуе atos 
donde la disyunción se toma por todos los vectores (Or, Oa, .. .‚ ок) 
de B*, En el caso de que k = n, esta representación tiene la forma 


тб) “м Ma o, dl Ж аму в. Жез ва). © 


La representación (4) se puede anotar en la forma siguiente 


1@)у= ү a (5) 
5: f (буз! 
El segundo miembro de la fórmula (5) representa en sí una |{.п.й. 


perfecta de la función f Z"). Análogamente, son justas las represen- 


и 


taciones 


O М VA a 9 
mg e (уау... Var). @) 


T: (oro 

Una conjunción elemental se llama monótona si no contiene va- 
riables negativas. La fórmula 

P()=K,0X,0...0K, (8) 

donde K; (i = T; s) son diferentes elementos monótonos de par en раг 
sobre el conjunto X", so Пата polinomio de Zhegalkin o polinomio por 
módulo 2. Al mayor de los rangos de las conjunciones elementales 
que entran en el polinomio se le llama grado de este polinomio. El 
número s se llama longitud del polinomio (8). Si s == 0, suponemos 
que Р (2) = 0. 

3.1. Por medio de transformaciones equivalentes reducir а la 
f.n.d. la fórmula: 


1) F= (ж, Y Za) (ду V 29); 

2) P=((2, V хэл) (т, V 24) => жулу) V ал» V (ду V а); 

3) F= (2, > ааш) (22% Ф 29) 2,71) V ту. 

3.2. Representar las funciones siguientes en una f.n.d. perfecta: 

1) f ($) = (1,0 д) > Tats; 

2) f (2) = (01101100); 

3) у (29) = (10001110). 

3.3. Mediante transformaciones de tipo A = AZYAZ, AVA = 
= A, pasar de la f.n.d. dada D = (2) a la perfecta si: 

1) р) =, V жаз 

2) р()= 212. V 223; 

3) D(2)=x, V Ziza V ата. 

3.4. Con ayuda de relaciones del tipo 2V yz = (+Vy) (х2) 
transformar las f.n.d. del problema anterior a f.n.c. 

3.5. Construir una f.n.c. perfecta para cada una de las funciones 
dol problema 3.3. ә 

3.6. Contar el número de funciones f (т") para las que la f.n.c. 
perfecta os también simultáneamente f.n.d. e 

3.7. Hallar la longitud de la f.n.d. perfecta de la función f (2"): 

1) 1(5)=4 020... O Tni 

2) (2) = (а V 22 У... V Ea) (У У... V Zn); 

3) f(E)= (аз V аз V аз) @ V T V 2) ORO ®Ф... O Tn 
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3.8, Sean Х" = {ш es oo to) е YP o Varo - Vm) 
dos conjuntos que no se intersecan. Supongamos que las f.n.d. per- 


fectas de las funciones f (2") y g (ў") tienen respectivamente m yl 
sumondos. Hallar la longitud de la £n.d. perfecta de las funciones 


siguientes: 

1) 15) EP) 2) AE VU) 3) 15) ФЕ”. 

3.9. Expresar las funciones 2,-, 23- y Z,Ty-Componentes de la 
función f (2%) medianto las f. n.d. de complejidad mínima para: 

1) у (9) = (01101101); 

2) j Œ) = (а >) Фазы; 

3) 09) = (21—233) O 22. 

73.40. Hallar entre las funciones dependientes de las variables 


ху y т, aquellas que tienen el mayor número de subfunciones diferen- 
tes de par en par. 


3.11. Contar el número do funciones booleanas f (2") que se pasan 
a sí después do la pormutación de ту y ду. 

3.12. Dos funciones f (27) y g (2) son permutativamente equiva- 
lentes si oxiste una permutación л de los números 1, ..., п tal, 
que 7 (ау... Zn) = E (Ens >< <> Zn). Hallar el número de 
clases de funciones permutalivamente equivalentes de Р, (X°). 


3.13*. La función fn (2°) se determina recurrentemente con las 
relaciones siguientes: 
fa (2?) = Zyta (аз V 24) V ть (TiTa V 2124) V лот 
Inn (E) = fn (Ear Tas о. En) Ens V аза... Enny (4). 
Hallar para cada función de la sucesión {fn} el número de diferentes 


subfunciones de tipo /% (2%), 2 = Ї, n, o € (0, 1), tales que ningu- 
nas dos de las cuales sean permutativamonte equivalentes. 


3.14. Demostrar que el número de diferentes funciones ў (2") 
para las cuales la función dada g (2*) es subfunción, no es menor que 
2” — A (k < п). 

3.15. Quo sea fi (2%) = fi (2°) para cualquier i (1 < i < n). Do- 
mostrar que ў (2") es una constante. 

3.16. Hallar el número de tales funciones f (2") que 41 (27) = 

= fir? (27) рага todos los 4 <<) < n. 

3.17. Seah (2) = f (g1 G), ...› Bia E), e E), +. 
aas En (2%), n > 2 y con cualquier і = 1, 2, ..., n y o € {0, 1) 
se cumple la relación 


Soh EU = HS E, 
а, Sig (Els -- 


Siga (El, 
en (29р), 
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о sea que la 27-сотропепіе de la superposición de las funciones f, 
En > аз En Bt ---» En es igual a la superposición de la 
2ў-сошропепіе de las funciones f, 43, ..., Eo Em <-s En 
Supongamos además de eso que para todos los j, k(1<j<Hk<n) 
у para cualesquiera оу, су de (0, 1) la 25%2"-componente de la 
función" в, (2°) coincide. con la 29/220 сотроппіе de esa misma 
función g: (29), п. Mostrar Чие h (3") es ura constante. 

3.18. Hallar el número de conjunciones elementales monótonas 
de un rango r sobre el conjunto Х". 

3.19. Hallar el número de polinomios de grado r sobre el con- 
junto de variables X”. 

3.20. Hallar el número de diferentes polinomios de longitud k 
sobre el conjunto Х" que se reducirán a cero en las colecciones С y 
Т. (Los polinomios se consideran diferentes si difieren en la composi- 
ción de Ја с.е.) 

Adoptaremos la siguiente numeración de las conjunciones ole- 
mentales monótonas sobre el conjunto de variables X” = [rl + 
++ Tn). A cada с.е. monótona K le cotojaremos un vector о (K) = 
= (01, 92, - - ., бл) de В" en el que а; = 1 si, y sólo ві, z, entra en 


б 
К. Número de с.е. K llamaremos al número v (5 (К)) = д, o2", 


La constante 1 tondrá en esta numeración el número cero, Así que 
se puedo anotar cada polinomio Р (27) con la forma 


PE) =B- ӨБК, В.К. Ф... OB Kon (у 


donde K, es la с.в, que tiene el número ¿ (i = 0, 27 — 1). El vector 
Bo = (Во, б ..., Pani) se Пашага vector de los coeficientes del 
polinomio P (2%). 

El método de los coeficientes indeterminados para la construcción del 


polinomio de Zhegalkin, el cual realiza la función f (2"), consisto on 
lo siguiente. So examina el polinomio de la forma (9) y para cada 


& Є В" se compone una ecuación de tipo f (Z) = P (a). La resolu- 
ción de estas ecuaciones da el coeficiente del polinomio Р (2”). 
EsmupLo. f (2%) = ау aa, P (2) = фе® Pits © Par O Булл, 
$ (0, 0) = 1 = Bo ® P,:00 f.:00 В,.0; 
f (0, 1) = 1 = Bo ® f,:10 f,:00 Py: 
14,0) =0 = B® f,:00 B,:10 В,-0; 
1(1,1)=1=P.0P,10 P,:10 р,-1. 


Hallamos В = В. = В = 1, В, = 0. Así que 1 2, = 1Ф 
07,0 далу. 
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3.21. Hallar a base del método de los coeficientes indeterminados 
los polinomios de Zhegalkin para las funciones: 

1) 4 (2) = (1001); 

2) у (28) = (01101000); 

3) у (Z) = (11111000). 


3.22. Introducimos la operación T sobre los vectores de B°”. Si 
п = 1 y @ = (9, оң), entonces T (Z) = (ау, ов O оң). Supongamos 
que para cada 0 € В?” el vector 7 (б) está definido y el vector 2; de 


BY tiene la forma 0 = (Bo, фа, <- o Baras Yor Yir +- o Yanai). 
Y también que: 
T (Bo, Bis -+> бул), 


T (Yo Vas + e 4)- 


Entonces 7 (8) = (ôo б„...› бб, бо tm 50... 
+. ., Gn. © egn). Por ejemplo, si @ = (1011), entonces 7 (a) = 
= (1101). Demostrar que el vector Z, de los valores de la función 
j (7) está vin ulado con el vector > de los coeficientes del polino- 
mio P (Z) que realiza 1а función 1 (Š) de la siguients manera: 
a = T Qo), Pp = T(E). _ 
3.23. Hallar el vector fp de los coeficientes del polinomio de 
Zhegalkin para una función f (2%) tal que ау = (1011001000401101). 
UNO DE LOS MÉTODOS DE CONSTRUCCION del polinomio de Zhegalkin 
or la fórmula F consiste en lo siguiente: primero se construye una 
fórmula equivalente sobre el conjunto de enlaces (4, —), después se 
sustituye en todos los sitios 2 porz Ө 1, se abren los paréntesis utili- 
zando la ley distributiva (28 y) 2 = 220 yz y se reducen los miem- 
bros somejantes. 


EJEMPLO. т => т=з, ж\(% @ 1) Ө 1=57,Ф 2 Ф1. 
3.24. Construir polinomios para las funciones: 

1) Р) = (а. (2) 475 

2) ] (у= (а > 29) (224 23); 

3) 110) = (а = а) V 2) 121 


3.25. Cualquier función booleana f puede ser anotada en forma 
de polinomio. Para eso se emplean las operaciones aritméticas co- 
rrientes de multiplicación, suma y resta. Es suficiente para realizar 
esto expresar la función f mediante la conjunción y negación y des- 
pués sustituir Jas subfórmulas de tipo А por 1 — A y abrir los pa- 
réntesis. Expresar mediante operaciones aritméticas las funciones si- 
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guientes: 

1)/@)=а@Ф 235 

2) (2) = (2 > 2a) 25 

3) 1 (28) = (10000001). _ 

3.26. Indicar la función / (2") que tieno una longitud del; poli- 
nomio que supera en 2” veces la longitud de su f.n.d. perfecta. 

3.27. Demostrar la veracidad de la siguiente fórmula de descom- 
posición por Æ variables: 

'@ = Y UL 12. (04, о,.. -s Ohy Zarar ++ 01 En)e 
(91, оз, ...› 09)EBÍ) 

3.28. Demostrar que: 

1) 7@)= а, (5 @*) Ф Л) Фл (9); 

2) { ("у= (а, V (fo (2") ~ A (2) ~ fi (2). 

3.29. Demostrar que la función f (2*) que se realiza con un poli- 
nomio do grado k > 0, se hace igual a 1 no menos que en 2"-* vec- 
tores de Л". ` 

3.30. ¿En cuántas colecciones de В" se hace igual а la unidad е] 
polinomig, P Z”)? 

1) Ра") аду... зк Ө лк... En, (<<); 


2) Р(2)"=1 Ф х, Ф 2х. Ф ... Фа... х1. 
3.31. Mostrar que para cualquier 1 (1.<2") existe un polinomio 
Р (27) de longitud no mayor que п para el cual IN pgn l=. 
3.32. Demostrar que toda función /(2") puede ser representada 
а 


en la forma f(z") = Y Kr donde K,(¿=1, 5) son conjunciones 


= 
elementales que contienen по más de una negación de la variable, 
y 2%, 

3.33. Mostrar que si en todos los lugares de una f.n.d. perfecta 
se sustituye el signo У por el signo O, entonces resultará una fórmu- 
la equivalento a la inicial. ¿Será justa una afirmación análoga para 


una f.n.d. arbitraria? “ 

Se llama derivada de una función booleana f ("у respecto al con- 
Junto de variables з, Z1,» « « < 21, (о diferencia booleana) a la fun- 
ción 


pa en Ba Eg 
tern) Ө Í (Zis oeer Dio +- +9 Fipo +++ 2л). 
(En el caso en que k=1 so emplea la designación e A 
А 
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3.34. Domostrar las siguientes propiedades de la derivado: 
d (а) a (аә ү. 
A) A): 


2) at (a) 97 (2%) 
Ver) > REZA) ; 


AG D e б" д} E) дє E”) 
3) uen DEZA] TOA 27521) ө ШЕЕ эң) ; 


:4) муу gE”) =] &) dg En e ¡ea uE ө 227 а ав (a #(@). 


de 
5) ги Enea » MED e бз En ө, 


в) LE» 


=0 si, y sólo si, x, no entra en forma evidente en 
el ER de Zhegalkin de la función f (2"); 

Т) si ÈE") =238 (Za 2-2) O A (3a, ть 
HEL — g (za La > 


.y Tn), entoncos 


22 оа). 
3.35. Si g (21... ., Zm) Y h (Zm4+1» .._.› Tn) Son funcionos boo- 
leanas y 1 < i; < т, para todos los ј == 1, k, entonces: 
1) aig ӨЛ) 26 А 
Emon) VE) і 
sesh ôg a 
2) ШЕКЕ ИУ Ыт аас ү? 
ô (g V h) 
® эшш ур у 


$ 4. MINIMIZACIÓN 
DE LAS FUNCIONES 
DE BOOLE 


Conjunción admisible o implicante de la función f (2%) se llama a 
una tal conjunción elemental K sobre cl conjunto de variables 
42, а) que K Y f (29) = (°). El implicante K de la 
función (80 Mama implicante simple si después de eliminar de K cual- 
quier letra resulta una conjunción elemental que no es una impli- 
cante de la función f. La disyunción de todas las implicantes de la 
función ў se Паша f.n.d. abreviada de la función f. 

La forma normal disyuntiva se llama: 

mánima, si contiene el menor número de letras entre todas las 
f.n.d. equivalentes a ella; 
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la más corta, si tiene la menor longitud entre todas las f.n.d. 
equivalentes a ella; Я 

sin salida, si la eliminación de cualquier sumando o letra lleva а 
una f.n.d. no equivalente; 

f.n.d. de la función f, si realiza la función f. А 

Si la conjunción elemental К es implicante de la función f (2") 
entonces el conjunto M, de tales vectores @ de B”, que hacen К (a) = 
= 1, forma una cara que se contiene en el conjunto Nz. Esta cara se 
Пата intervalo de la función f (Т) correspondiente a la implicante К. 
El intervalo de la función f que no se contiene en ningún otro inter- 
valo de la función f so llama intervalo mázimo. Los intervalos máxi- 
mos corresponden a las implicantes simples de la función f. 

4.1. Seleccionar del conjunto dado de conjunciones elementales 
4 las implicantes simples de la función f (2") si: 

4) E= {T Za, Tita Zata}, f (2) = (00101111); 

2) (0120, Lolas т, тугу}, f (Z) == (04111110); 

3) Æ = {2r ж, 2523, Tn zo), f (2%) = (1010111001011110). 


EL METODO DE BLAKE para obtener una f.n.d. abreviada de un 
Т.й. arbitraria consiste en la utilización de las reglas de aglutina- 
ción sintetizada 2К, V 7K, = 1K, V ZK, V К,К, y de absorción 
K, Y КК, = K,. Se sobreentiende que estas reglas se aplican de 
izquierda a derecha. En la primera etapa se hacen todas las opera- 
ciones de aglutinación sintetizada mientras sea posible. En la se- 
gunda otapa, las operaciones de absorción. _ 

Esmupto, Obtener la f.m.d. abreviada рага 2 (28) = ллу V 
У л, V х2». 

Después de la primera etapa obtendremos 

Da ад; V Zyta V [zata V Zaza V Za V аул. 
Después do la segunda, 
Da = 12, V Ly 

4.2. Construir empleando el método de Blake una f.n.d. abre- 

viada en base а Ја f.n.d. dada 2: 


ж» V Bitat, У луд; 
itay Y Zeta V Bate 

3) D= t2, V 523 V зулолу V 23224. 

Se puede obtener una f.n.d. abreviada de la función f (2") dada 
сото una f.n.c. de la manera siguiento. Primero se abren los parén- 
tesis utilizando la ley distributiva, después se tachan de la f.n.d. 
letras y sumandos а base de las reglas 22 = 0, rr=z, т Y 2 = х, 
K, V КК, = Ку. 
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Езимрго, Obtener la f.n.d. abreviada para 


1069) = (2. V а) (E, V ж V аз). 
Después de abrir los paréntesis tendremos 
Ly = уду V ааз V Tyta Y 252, V Tata V эт 
Aplicando las reglas indicadas anteriormente obtendremos 
D = tyt, Y л, 
4.3. Construir una f.n.d. abreviada a base de la f.n.c. dada: 


1) (ж V а V To) (EV ж V аз) @ V 25) 

2) (21 V 24) (22 V Zo V ж) (E, V ze V Zo); 

3) (24V ж V ZE, V а) (22 Vizs ViZO- 

4.4. Sen N; un conjunto de vectores 2 Є В" tales que f (8) = 1 
y la (f) es Ja longitud de la £.n.d. abreviada de la función f, Mostrar 
que (A < E INN 141). 
' 4.5. Hallar la longitud de la f.n.d. abreviada de las funciones 
siguientes: 

1) 21 O 229... Zn; 

2) (а V ж V яз) а V Ta V т) O t 020... O zni 

3) (а V za V 2) (5 V Za V Zi) (2 Өз... 2); 

4) @ Ф... Фл) (2h41 Ө... Фа), 1<k<n; 

5) (У... V Za) (У... V Za V Zra V -+ V Zn), 1<k Eno 

4.6, Sea 1(2") tal que Му = (8: Ет), у кш 
<k+m, 26 Bl. 

1) Hallar el número de sumandos de la £.n.d. abreviada de la 
función f que se hacen igual а la unidad en la colección &. 

2) Mostrar que la longitud de la f.n.d. abreviada de la función 


167) es igual (0). 


4.7. Supongamos que las funciones ў (3") y g (7) no tienen va- 
riables comunes, К es una implicante simple de la función f, y 
que L es una implicante simple de la función g. Mostrar que K & L 
es una implicante simple de la función ў & g. 

Cada conjunción elemental sobre el conjunto de variables 
{zis Lay «>, Zn} mutua y uní. осатепіе corresponde a la cara del 
cubo В" formada por los vértices а en los que la c.e. se hace igual, 
a la unidad. Esto permite construir la f.n.d. abreviada partiendo 
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de la representación geométrica de la función booleana. En el cubo 
B” se marcan los vértices del conjunto N, de la función f. Se anotan 
las caras que se contienen en №; y no se contienen en otras caras for- 
madas por los vértices del conjunto №. A cada una de las caras obte- 
nidas se le cotoja una implicanto simple. 

EsempLo. Supongamos que la función f (2%) está dada por el 
vector 5, = (11111000). Se requiore hallar su f.n.d. abreviada, 

Ѕоглстбм, El conjunto №; está formado рог {(000), (001), (010), 
(011), (100)). Las caras tienen la forma g, == ((000), (001), (010), 


(011), Za == (000), (100)). La сага g, corresponde а 1а с.о. а, y Ја 
сага ga, а Tyra. La f.n.d. abreviada es 2, Y 2,2, (véase la fig. 2). 

4.8. Construir una f.n.d. abreviada de la función f (2%): 

1) у (29) = (1111100001001100); 

2) у (2%) = (0000001111111101); 

3) у (б) = (O001101111011014). 

4.9. Contar el número do funciones f (Х") para las cuales la con- 
junción elemental de rango r dada es: 

1) implicanto; 

2) implicante simple. 

4.40. Soa i, (f) el número de implicantes de rango r de la función 
1 (5), у s, (f) el número de implicantes simples de rango r. Sea Р, 
el conjunto de funciones booleanas de las variables ду, т ..., Zn; 


Lm= Y 0: 


Pr, 


е 2 50. 


Р, 


Mostrar que: 
1)5m)= (5 a, 
2 5 (п) = (5) 97-29" (4 92M, 
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Cuando los valores de т son pequeños se puede hallar la £.n.d. 
abreviada de la función f (2") con la ayuda de una tabla rectangular 
(una tabla minimizadora). Por ejeroplo, supongamos que la función 
1 (Z) está dada mediante la tabla 5. Reuniendo las casillas que co- 
rresponden a los valores uno de la función f en los intervalos máxi- 
mos, como se muestra en Ја tabla 5, y cotejándoles la c.c., obtendre- 
mos la f.n.d. abreviada 


ENE NE NE 
Tabla 5 


4.11. Construir unas f.n.d. abreviadas para las funciones dadas 
con las tablas siguientes: 


1) 2 
ЧЇЙ 1 a] 
=, о [аа о za |0 

РА n 
Za za 
o o lala о oji 
o a Jofs[sfs[[ o ME 
1 14 [irfofs]a 1а [о 
о | [оо [a 


La implicante simple se Паша nuclear si su eliminación de la 
n.d. abroviada lleva a una £.n.d. que no es equivalente а la ini- 
cial. Para cada implicante nuclear K existe una tal colección de 
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valores de las variables que lleva К a la unidad y a los demás suman- 
dos de la £.n.d. abreviada, a cero. Esta colección se lama colección 
propta de la implicante nuclear. 

4.12. Seleccionar de las f.n.d. abreviadas siguientes las impli- 
cantes nucleares: 


ПЕТАТА 
2) дузад, V уула V Tota V Tata Y а тул, V эд; 
3) 222, Taza V 2122 V түл, V туш, V ауа. 


4.18. Mostrar que_el número de implicantes nucleares de una 


función arbitraria f (2") no supera a 2%, 
4.14. Hallar el número de implicantes nucleares de la función 
del problema 4.5. 


4.15. Hallar el número de funciones booleanas / (3°) para las 
cuales la c.e. тү... д, es implicante nuclear. 

4.16. Sean К, Kı, K, conjunciones de una f.n.d. abreviada, y r, 
ту, гу, los rangos de estas conjunciones. Supongamos que K Y K, V 

K, = K, V Ку. Mostrar que т + ra >r +2. 

4.17. Construir todas las f.n.d. finales de las funciones siguientes: 


1)* (2) = (01111110); 
2) $ (2%) = (1110011000010101); 
3) у (2%) = (O110101111011410). 


4,18. Contar el número de f.n.d. sin salida y mínimas que tienen 
las funcionos del problema 4.5. 

4.19. Mostrar que el número de f.n.d. sin salida de una función 
booleana arbitraria ў (2%) по supera а (8). 

4.20*, ¿Cuántas f.n.d. sin salida tiene una función que tenga 
2-1 implicantes nucleares? 

4.21. Aclarar si las siguientes f.n.d. son finales, las más cortas 
o mínimas: 


1) Za Y ш 
2) D= 131, Y ttot, V 217323; 
3) Z = лл, Y Tyta Y алу, V Tata. 


4.22, Sea L (f) la complejidad mínima y 1 (f), la longitud de la 
f.n.d. más corta de la función f. Mostrar que L (f (29) < nl ( (2%) 
para cualquier función arbitraria f (2). 

4.23. Mostrar que 1 (f (27) <2%, L (f (27) < п?" para cual- 
quier función f (2”). 
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4.24. ¿Para cuántas funciones f (2") son justas las relaciones que 
van a continuación? 


1) 206) =n 
2) L (f E) =n — n. 
4.25. Poner el ejemplo de un número k (0 < k < n2”), tal que 


co existo una función f (2”) que tenga una f.n.d. mínima de comple- 
idad E. 

14.26: Hallar la complejidad do las f.n.d. mínimas у la longitud 
de las f.n.d. más cortas para las funciones del problema 4.5. 

4.27. Examinemos una familia de funciones zonales, o sea de 
funciones f (27) para las que existen unos números А y m tales que 
М = (9: < т). 

1) ¿Qué número de implicantes nucleares tiene la función zonal 
1 (2%) para diferentes k y т? 

2) ¿En cuántas funciones zonales  (2") ве alcanza el número má- 
ximo de implicantes nucleares? 

4.28. La función f (2") so Пата en cadena (cíclica) si se puedo 
disponer el conjunto №; en una sucesión que sea 2-cadona (respecti- 
vamente, 2-ciclo). 

1) Hallar el número de f.n.d. sin salida y minimales de la fun- 
ción en cadena f (2"), si | №; | = 1. 

2) Lo mismo para la función cíclica f (3°), tal, que |N; | = 
= 2m (m > 2). 


§ 5. VARIABLES 
SUSTANCIALES 
Y FICTICIAS 
La variable гү de la función f (т, Zs, - . ., Tn) se Пата sustan- 
cial si puedon encontrarse tales colecciones а. y $ que а = (œ, ... 
A AA AR TE TP) 


y 1 (6) +1 @). En el caso contrario la variable тү se llama variable 
ficticia (insustancial) de la función f (2°). Dos funciones f (2") y 
g (E) se llaman iguales si los conjuntos de sus variables sustanciales 
coinciden y en cualesquiera dos colecciones, que se diferencien, puedo 
ser, sólo en los valores de las variables insustanciales, los valores de 
las funciones son los mismos. Supongamos que 1 Și < i<. 
+. . < б<. Diremos que la función Ф (д, +++ Zion Ts а + 
Los Ego Tao + Tip- Фу» + ++ Za) se obtiene de | (2) 
mediante la identificación de las variables Ti, Zi - +=, Zi, SÍ Ф 80 
obtiene de f sustituyendo con z a las variables Zi, Zip +- o» Tip 
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En calidad de z se puedo tomar cualquier variable que no pertenezca 
al conjunto X®N {ж , Zis ..., Zi) 
5.1. Mostrar que la afirmación «z; es una ,variable sustancial de 


la función ў (2")» es equivalente a cada una de las siguientes afirma- 
ciones: 


DARA | 
2) existen las variables z4, ..., 21, (1,3 $, 1,%) y las cons- 


i; i 
oh 2") sustancial- 


tantes 01 ...,0, tales que la función fo, 
mente depende de =;. 


5,2. Enumerar las variables sustanciales de las siguientes fun- 
ciones: 


1) 162) = (а > (a Vz) > za; 
2) J E = (аууз) л ___ 
3) 1(2) = (а V 22 V Tats V 212525) лы 
4) 1 у= @ V аз V зз) (E V Ta V аз) (E, V а V Za) X 
x (E V Za V зу: 
5.3. Mostrar que z, es una variable ficticia de la función f (ехргө- 
sando f con una fórmula en la que z, no entre en forma evidente): 


1) FẸ) = (z, Ө 2) (2,4 а); 

2) 109) = (C(s — т) V 21) (22 > 21) 2371) O zs; 

3) ] (È) = (а V za) (21 V хз) — (2, > 2,%5)) To. 
5.4. Indicar las variables ficticias de la función f: 


1) у (2) = (11110000); 
2) у (28) = (00110011); 
3) 1 (29) = (00111100). 


„_ 5-5. Supongamos qua la función f(z") está dada сор el vector 
у = (аф, dy, «+ %gn_1)- Demostrar que si za es una variable fic- 
ticia, entonces од ==@»п-лу рага todos los і del segmento [s27-**, 
(254-1) 29% 4], s=0, MIT, + 

5.6. Mostrar que si entre las variables do la función f (2%), п > 1, 
las hay ficticias, entonces la función toma el valor 1 en un número 
par de colecciones. ¿Es justa la afirmación contraria? 

5.7. Sea la función f (2%) tal que |N; | = 2" (21 — 4). ¿Cuál es 
el número máximo posible de variables ficticias que puede tener la 
función f? 
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5.8. Partiendo de los resultados de los problemas 5.5 y 5.6 aclarar 
de que variables la función / dependo sustancialmente. 
1) f (2%) = (1011100111001010); 
2) у (2) = (0041110011000041). 
З) у (E) = (O111011101110114); 
4) $ (2) = (0101141100001010). 
5.9. Construir para cada función de las del problema 5.8 una 
igual a ella y dependiente de todas sus variables en forma sustancial. 
5.10. Aclarar para cuales лп (л >> 2) dependen sustancialmente 
de sus variables las funciones siguientes: 
11(=(4V 2) Ф (22 V 2) Ө... DlEn-1 V 20) O (25V 201 
2) f @"у= (ащ —> т») (а — 21) O (22 > т) X 
X (ж => 25) Ф... B (En — 2) (2, > 2); 
3) 1) = (Оба фа) аа)... ран) > 
> (ж [([(а|...])...)); 
4) F(T") = (а > a) (z2 зз)... 
+++ (Epa > En) (In + ау) > (31 D 2: Ө... Өх, 0 1); 


51 A A С д) & 


Zi Zn >>> Eq) > (102201... Өг). 
Cancuc apma "7н Ëo > а ® з Ф|... Өл) 


5.11. Sean las funciones f (27) y g (0?) sustancialmente dopendien- 


tes de todas sus variables y las variables z,, ..., Zn, у, ++ <» Um 
diforentes de par en par. Mostrar que las funciones у (д, ++. 
e. а-ро E (Vir + +.» Ym)) sustancialmente dependen de todas sus 
variables, 

5.12, Sea P*(X”) el conjunto de todas las funciones do álgebra 
lógica dependientes de las variables z}, жу, » . ., 2 Y además sustan- 
cialmente. 


4) Enumerar todas las funciones de Р (X°). 
2) Hallar el número [Ре (X?) |. 


n 


3) Mostrar que [Р (X)| = X} (1) (p) 22%”. 
4) Mostrar que lim 2-2" | P" (9) 4. 


. 5.13, Que sean &, б, y tales colecciones de В" quo a <P < Y, y 
sea la función f (2") tal, que f (2) = / (у) = f (6). Demostrar que 
f (©) depende sustancialmente de no menos que de dos variables. 

5.14*, Mostrar que х; es una variable sustancial de Ја función f 
si, y sólo si, esta variable entra evidentemente en la f.n.d. abreviada 
de la función f. 
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5.15. Mostrar que z; es una variable sustancial de la función f 
si, y sólo si, z, entra explícitamente en el polinomio de Zhegalkin de 
la función f. i { 

5.16. Sea түн m ту =0 para cualquier conjunto no vacío 
(2, -+++ Zi) de variables diferentes de zy, ¿Es verdad que HE) 
ficticiamente depende de т? 

5.17. Mostrar que toda función simétrica f (2") diferente de una 
constante depende sustancialmente de todas sus variables. 

5.18. Supongamos que en los vértices de la cadena &, Bj, .. . 

++ Bra» 7, que une tales vértices 2, y del cubo В", que р (@, Y) = 
= k, la función f (2") cambia su valor m veces. Mostrar que f (2°) 
depende sustancialmente de no menos que de m variables, 

5.49. Supongamos que f (2") depende sustancialmente de no me- 
nos que de dos variables. Mostrar que existen tres vértices &, ф, y 
del cubo B” que satisfacen las condiciones 


¿GPL азе, 10=107%16). 


5.20, Supongamos que 16 depende sustancialmente de todas 
sus variables. Demostrar que para cualquier і (1 Și < n) se podrá 
encontrar tal j, que con cierta sustitución de constantes en el lugar 
de las variables diferentes de т, у у, se obtendrá una función sustan- 
cialmente dependiente de т, y т, 

5.21. Demostrar que para toda función / (2") dependiente en 
forma sustancial de т variables se podrá encontrar una variable 2, 
y una constante a tales, que la función f4 (2) = f (2, ++ Zi-1 Œ, 
Lies ++ +» Za) sea sustancialmente dependiente de n — 4 variables. 

5.22. Supongamos que f (27) depende sustancialmente de todas 
sus variables. ¿Son justas las afirmaciones siguientes? 

4) Existe tal í que para cualquier j se podrán encontrar tales 
constantes que colocándolas en ў (2”) en los lugares de las variables 
diferentes de х, y ту es posible obtener wuna función sustancialmente 
dependiente de т, y ть 

2) Para cualesquiera dos variables дү у zy existen tales constan- 
tes que colocándolas en f (2") en los lugares de las variables dife- 
rentes de z; y ту es posible obtener una función sustancialmente de- 
pondiente de 2; y zj. 

5.23. Enumerar las funciones de P, (X?) que pueden ser obtenidas 
mediante la identificación de las variables de las funciones siguien- 


tes: 
1) 1 (2) = (10010110); 
2) у (Фу = (11111101); 
3) 1 (É) = а, V тл, V луд; 
4) f ($) = 22,7, 0 1,239 хз Ө 2,0 1. 
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5.24, Mostrar que de la f (Z°) mediante la operación de identi- 
ficación se puede obtener una constante si, y sólo si, f (0) = / (1). 

5.25. Hallar el número de funciones ў (2%) de las cuales con la 
identificación de las variables no se puedo obtener una función sus- 
tancialmento dependiente de una variable. 

5.26. ¿Se puede obtener de una función simétrica f (27) con ayuda 
de la operación de identificación, una función que sea sustancialmente 
dependiente de todas sus variables y que no sea simétrica? 

5.27. Sean а, $, Y, tres vértices де B”, tales que & <В < fy 
1 (E), tal que у (0) = f (7) 71 (0). Mostrar que so pueden identifi- 
car ciertas variables de la función f de tal manera que resulte una 
función sustancialmente dependiente de no menos que de dos y de 
no más que de tres variables. 

5.28*, Mostrar quo en la función f (2%), n > 4, que so realiza 
con el polinomio de Zhegalkin de grado no menor de 2, se pueden en- 
contrar dos variables tales que con la identificación de las cuales se 
disminuye el número de variables sustanciales en uno. 

5.29. Enumerar todas las funciones f (22) sustancialmente depen- 
dientes de tres variables, tales que la identificación de cualesquiera 
dos variables lleva a una función sustancialmente dependiente охас- 
tamente de una variable. _ 

5.30. Sea la función / (2") sustancialmente dependiente de todas 
sus variables y | N; | > 2"-!. Mostrar que al identificar cualesquiera 
dos de sus variables se obtiene una función no idénticamente igual a сего. 

5.31. Mostrar que el número de funciones f (л, Za, .... Zn+1) 
de las cuales mediante la identificación de las variables se puedo 
obtoner la función dada g (21, 2, - - .» %n), Si n -> оо es asintóti- 
camente igual a n2*”. e 

5.32. Mostrar que ві ў (2") depende ficticiamente de тү, entonces 
la identificación de esta variable con cualquier otra lleva a una fun- 
ción sustancialmente dependiente de las mismas variables quo f (2). 

5.33, Sea п > 1 y las funciones f (2") у g (2") tales que | Nay! 
= 1. Mostrar que para todo i = T, п рог lo monos una de las fun- 
ciones f о g sustancialmente dependen de z;. 

5.34. Mostrar que si чаті ез impar, entonces la fun- 
ción Ф, obtenida de j(Z") mediante la identificación de las varia- 
bles дү y ху, sustancialmente depende de n—1 variables. 

5.35%. Supongamos que la función / (2°) depende sustancialmente 
do п variables. Sea ру (æ) el número de los vértices de Í para los 
cuales $(0) 1 (B) y p(z, B)=1. Sea v(f)= máx ру (а). 

zen” 


1) Mostrar que ] V R[<v(f)<n. ЫР 
2) Indicar las g(x") y A(z"), tales que vig)=)V 21, v(k)=n. 
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Capítulo 
п 


CLASES 
CERRADAS 
Y PLENITUD 


$ 1. OPERACION DE CLAUSURA. 
CLASES CERRADAS 


Sea M un cierto conjunto de funciones del álgebra lógica. Clausu- 
ra (М) del conjunto M se llama a la totalidad de todas las funciones 
de P, que son superposiciones do las funciones del conjunto M, La 
operación de obtención del conjunto [M] de M se Пата operación de 
clausura. El conjunto M se Пата clase cerrada funcionalmente (abro- 
viado, clase cerrada), si IM) = М. 

Sea M una clase cerrada en Py. El subconjunto P de M se Пата 
sistema funcionalmente completo (o sencillamente: sistema completo) 
en M, si 19] = M. El conjunto # de funciones del álgebra lógica 
se Jlama sistema irreducible si la clausura de cualquier subconjunto 
propio J’ de P, es diferento de la clausura de todo el conjunto 0, 
b sea 19] с 19) y 191 [9]. Un sistema irreducible y completo 
en Ja clase cerrada M se Мата base do la clase M. El conjunto М" 
que so contiene en la clase cerrada Af (en particular, que se contiene 
en todo el conjunto Ру) se llama clase precompleta en М si no es un 
sistema completo en A, pero para cualquier función f € MNM” se 
cumple la igualdad [M'U {f} = М. 

Las funciones f} y / so llamarán congruentes si una de ellas puede 
ser obtenida de la otra por medio de una sustitución de variables (sin 
identificación). Por ejemplo, Jas funciones 2.7 e у-2 son congruentes, 
pero las funciones т-у y 2-2 no. Al estudiar las cuestiones relaciona- 
das con las clases cerradas, suele ser cómodo señalar una represen- 
tación del conjunto de funciones congruentes de par en par. Por ejem- 
plo, la clase (2, у, 2, 
funciones idénticas, se 5 

Si М es cierto conjunto de funciones, entonces por medio de 
M(X") (o por M”) se designará el subconjunto de todas aquellas 
funciones de M, que dependan sólo de las variables 21, Za, + - +1 2 
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1.1. Argumentar las siguientes propiedades de la clausura; 

1) M) = (м1; 

2) si M, = Му, ontonces [М] = [Ma]; 

3) IM, U Mi = (M, МУ; 

4) lol = g. 

1,2. ¿Se deduce en el problema 1.4 la relación 4) de Jas relacio- 
nes 1)—8)? 

1,3. ¿Es el conjunto P una clase cerrada? Se presupone que 


junto con cada función f de 9, al conjunto P-le pertenecen отоо 
todas las funciones de P, que son congruentes a у. 


0, 1; 2) P = (3,3) P = И, 9; 
Lp Жүл дуда Ша... E е 
баа. узып 1}, * 
6) P=(10209...02%,, n>1); 

7) P=(0,20%0...0 зы, >. 


1-4. Anotar todo lo que depende solamento de las variables л\, 


23, Za, y las funciones congruentes de par en par de la clausura del 
conjunto P, 


Ta н 


1) P=(2>14); 
2 P={0, 2); 
3) P= {z V y); 
4) = (29); 


5) P=(20y02); 
6) = (00000001). 


1.5. Demostrar que si una clase cerrada en P, contiene una fun- 
ción que depende sustancialmente de т > 2 variables, entonces ella 
contiene infinitamente muchas funciones congruentes do par en par. 
1.6. Enumerar todas las clases cerradas en P, talos que conten- 
gan solamente un número finito de funciones congruentes de par on 
аг. 
de 1.7. ¿Es que siempre en Ру: 
1) la intersección de clases cerradas es una clase cerrada; 
2) la diferencia de clases cerradas es una clase cerrada; 
3) el complemento de una clase cerrada no es una elaso cerrada? 
1.8. Reduciendo a ciencia cierta a unos sistomas completos en 
Py, mostrar que el conjunto P es un sistema completo en Pa, donde: 


1) P={z } y}; 
2) P=(2-y8z, (z~ y) Өз}; 
3) P=(2>y, 28/02); 
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4) P=(2>y, (1100001100111100)); 

5) $=(0, m(z, y, 2), 02); 

6) P=((1011), (1111110011000000)). 

1.9. Aclarar cuál de las relaciones >, <, 2, <, =, Ф, se cum- 


plo para los conjuntos?) К, у К, (la relación E significa que no se 
cumple ninguna de las relaciones 2, с, 2, S, =. 


1) K,=1M,N Mal, K¿=[MINIMal; 

2) Kı= [M;N M], K= [M] NIM]; 

3) Kı = [MU (M:N Му], Ka=[M; ММ, M3); 

4) K,=[M,N (MU MI, K¿=[M,N ММ, П Ma); 

5) K =[M;N(M N Ma), K= [M] NIM, N M]. 

1.10, Sean M, y М, tales clases cerradas en Pa, que M,N M, 7 


+ 5. Formular ejemplos de clases concretas M, y М, que satisfagan 
además las condiciones siguientes: 


4) M, N M, = Ø, MOM, E Ø, IM, U М) = M, U My; 

2) М.0М, 0, MNM +Ø, [M U М, =M, UMi 

3) Му» М„ [MNM] M,N Ms; 

4) MNM Ø, M” MØ, [MNM] =M, N Му; 

5) М.ПМ,9 2, МУМ, 0, [M, 9 Mı) = M, @ Ma. 

1.11. Del sistema $ que es completo para la clase cerrada M == 
= [P] seleccionar la baso. 

1) P={0, 1, =, 2); 

2) P=(1, z ly 9:91); 

3) P=(2V y, z-y-z, zV уст, (2 V y)-2) 

4)P=(201, 10y02, mí, y, 2)); 

5) Ф={х\/ yV 2, х-у-1, (2-0) 2, (2 V y) 2); 

6) P=((2>y)>(Y>2), 2 V y V (у 92) 

Т) P=(2Y, хуу, 2>Y, TOY 0204). 

1.12. Demostrar que toda clase precompleta en P, es una clase 
cerrada. 


1.13. Sean M, y M, clases precompletas diferentes en una misma 
clase cerrada M 3). Demostrar que si M} М? entonces Мі = M} 


1) Por т (z, y, z) (o hy (т, y, 2) se designa la función zy V 22 V yz, que se 
Mama mediana (o función de votación). 

зу Los conjuntos se toman de Pz. 

з) Suponemos que М = Py. 


(о sea que las clases M, y M, se «diferencian» ya en el conjunto de 
funciones que dependen de una variable). 


1 17% Enumerar todas las clases precompletas en la clase cerra- 
а М. 


=[0, 5 4 M=00, zVyl; 
) 0, 1); 3 M = [0, av 
3) M = [ху 


1.15. Comprobar si es una clase cerrada en Р„: 
1) el conjunto de todas las funciones simétricas; 
2) el conjunto de todas las funciones f (27), n > 0 que satisfacen 
la condición f (0%) = f (1%) = 0%); 
¿> el оошо de todas las funciones у (2"), п > 1 que tienen 
y Lo Demostrar que si M es una clase cerrada en Р,, entonces 
IMU {z} = MU {т}. 


47, Demostrar que el conjunto P, do todas las funciones del 
álgebra lógica по es presentable en la forma do una unión Ü M; (s > 
t 


> 2) de clases cerradas en P, que no sean intersecables de par en par, 

1.18. Demostrar que toda clase cerrada en P, que contenga una 
función diferente de una constante, contiene también la función z. 

1.19. Demostrar que si una clase cerrada en P, tiene una base 
finita, entonces cualquier base de esta clase es finita. 

1.20. Evaluar desde arriba la potencia del conjunto de todas las 
clases cerradas en Р, que tienen sistemas completos finitos. 

1.21. Desmostrar que si una clase no vacía cerrada en P, es 
diferente a los conjuntos (0), (1) y (0, 1), entonces es imposible 
ampliarla hasta la base en Py. 

1.22. Sea M una clase cerrada en P, que tiene un número finito 
de clases precompletas (en M). Supongamos que cualquier clase 
cerrada en M se amplía hasta una clase precompleta en M. Demostrar 
que el número do funciones en cualquier base de la clase M no supera 
al número de clases precompletas (en М). 

1.23. Demostrar que en la clase cerrada [2 —- у] se contienen 
sólo tales funciones de P¿ que pueden ser presentadas (con una 
exactitud hasta la designación de las variables) de forma т\/ 
VÍ (21, Zes » - -, Tn), donde ў (2") € Pa. 

1.24. Supongamos que la función f (2") pertenece a la clase cerra- 
da [z > y] y depende sustancialmente de no menos que de dos va- 
riables. Demostrar que | N; | > 2%, 

1.25. Demostrar (no a base del problema 1.12) que cada clase 
precompleta en P, contiene una función idéntica. 


1) Si n=0, entonces f es una constante 0, vista como una función de 
в-1шдаг. 
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$ 2. DUALIDAD Y CLASE 


DE FUNCIONES 

AUTODUALES 
La función 8 (2, т... Za) se Mama_dual а la función 
+ Sn) si E (Т Ter -+ or Ха) = F (Eno Zas + +.» En). Por 


la función duál a la constante 0 es la constante 1 y, recí- 
о, la constante O es función dual a la constante 1. Una 
Zn) sedesigna por /*(£,, a, - + 


procam 
función dual a la función f (жу, Za, 


EN 
Es justa la siguiente afirmación, llamada principio de dualidad: 
зі Ф (21, Tas .- or En) = f (fr (Zir ar 1 аһ),.-., Ím (Bis Zo + + + 
+. .1 En), entonces Ф*(д, Za. En) = f* (f? (i Za > 
ж), o. fm (2i Tos -+ > 2а). 
Supongamos que M es un cierto conjunto de funciones del álgebra 
lógica. Mediante M* designaremos' el conjunto de todas las funcio- 
nes duales a las funciones del conjunto M. El conjunto M* se llamará 
dual al conjunto M. Si M* = M, entonces el conjunto M se llamará 
autodual. 

La función / (%,, 22, - . -, тһ) se llama autodual si f* (т, 23, ++. 
oaas ta) = f (Ep Zas > + =» Za). El conjunto de todas las funciones 
autoduales se designa por 5. 

De la definición de autodualidad se deduce que una función es 
autodual si, y sólo si, en cualesquiera dos colecciones opuestas de 
valores de Jas variables ella toma valores opuestos. 

Es justa la siguiente afirmación, corrientemente llamada lema 
de la función no autodual: si la función f (2") es no autodual, onton- 
ces, colocando las funciones х y 7 en lugar de sus variables, se puedo 
obtener una constante. 

2.1. Es la función g dual a la función f si: 


1) f=x0 y, ELY 
2) } = х >y, g =y i; 
Зу {= zy V z3 Y yz, g=2y Ф 22 Ф yzi 


4) f=x01/02, E£=10/01x; 

5) f=3y2V z(y ~ 0), g(2 y, 2) = (01101101). 

е Supongamos que la función ў (2?) está dada соп el vector 
ay = (ол, о, аз”). Demostrar que la función /* (2%) se da 
con el vector (apn, ба, ©). 


2.3. Utilizando el principio de dualidad construir una fórmula 
quo realice la función dual a la función f. Simplificar la expresión 
obtenida (anotándola сото una f.n.d. o en forma del polinomio de 
Zhegalkin). 

1) /= зу Y yz V zt V zt; 


2) f=2-4 V y (zt V 0) V aya; 
752 


3) f=(2>y) O (= | y) 102 ~ yz); 

4) 1=V4V(101)>1. 

2,4. Supongamos que la función f (2") se realiza con la fórmula 
A sobre el conjunto (0,1 7], &, V}. Demostrar que la función /* (2”) 
se realiza con la fórmula A*, llamada dual а la fórmula 9 y obteni- 
da de YA mediante la sustitución də cada entrada del símbolo 
& por el símbolo Y, del símbolo Y por el &, del símbolo 0 por el 1 
y del símbolo 1 por el 0. 

2.5. Demostrar que si las fórmulas Y y % sobre el conjunto 
(0, 1, T, Sy У) son equivalentes, entonces Уаз fórmulas 98 y ®* 
también serán equivalentes. 

2.6. Demostrar que ві la función f (2") depende sustancialmente 
de la variable 2, (1<:i<n), entonces la función /* (2”) también 
dependerá sustancialmente de =. 

2.7. Demostrar que: 

1) un conjunto dual а M* coincide con M; 

2) el conjunto M os una clase cerrada si, y sólo si, el conjunto M* 
os una claso cerrada; 

3) si el conjunto M, os un sistema comploto (o una basp) on la 
clase cercada M, entonces cl conjunto dual ЛГ? forma un sistema 
completo (y respectivamente una base) еп la clase cerrada M*; 

) si M, 2 My, entonces Mi => Mi. 

2.8. Contar el número de funciones dependientes de las variables 

д, Tg, » >», Zn еп el conjunto [M*]N IM]. 


1) M=(0, 2; 2) M ={z y]; 3) M = (ғу, £V у, 1). 
2.9, ¿Es autodual la función f? 

1) =m(x, y, 2); 

9) ¡=(=>y)>22> (y 2); 

3) f= @V y VIt V хи 

4) f= (0001001001100114); 

5) једу Фа. Ф... O Tm Фо, donde сЄ{0, 1). 


2.10. Demostrar que la función ў С") es autodual si, y sólo si, 
su z,-componente f} (2") es dual a su ¿y-componente f} (2"). 

Ж; 11. Demostrar que si f (2") es una función autodual, entonces 

= 2-1 

2 Мола quo no existen funciones autoduales sustancialmen- 
to dependientes de dos variables. 

2.13. Contar el número de funciones autoduales sustancialmente 
dependientes de las variables z, Zo, ..., Tn 

2.14. Enumerar todas las funciones autoduales sustancialmente 
depondientes de las variables z, y, z y mostrar que cada una de estas 
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‚ funciones se puede representar en la forma m (2°, уб, 2%) o en la 
forma 20 у@ 20 о, donde [a, В, y, с pertenecen al conjunto 


2.15. ¿Con qué valores n>2 la función f (2°) es autodual? 
1) 0) = (УУ... V Zn) V zalza V ~- V Za) V <> 


ra. V Zn- (Zna V Zn) V 25 
2) }@ )у=а,(®® Ф... Өз) O Ta (tD o Фа) Ф... 

++. Ө Laa (Ena Ө En) Ө 23-12; 
3) 1(5)=(2,>20) Ө (2,>20) Ө... Ә (In-1 > Tn) Ә (In > 21); 


4) 1(2)= sor 
) (2) П CI аул, >>> Ж 
(donde la disyunción se toma por todas las conjunciones monótonas 
de longitud Ча, compuestas de las variables лү, Zs, ..., Zn). 
2.16. Soan /(2)=2,02:0 ... @ Tn E? (Z) = gn- (2), i= 
=1,2,...,n. ¿Es Ja función f(g: (2"), ..., En (27)) autodual? 
2.17. Domostrar que si 


4) уба, Ta >.» 20) ES, entonces f(z, z, ...,2)€(fx, 2); 

2) FES, entonces т (21, 7, а Өз, Ө /) Ð Ts Ф 165; 

3) JES, entonces 2,7 Ф 2223 Ф 2,14 O Taf Ө 2, O 24 ES. 

2.18. Supongamos que las funciones f (2%) y f* (2”), n>1 sa- 
tisfacen la condición | №; | = | Nze |- Demostrar que: 

4) si F Vf* = const, entonces f Є 5; 

2) si УФ f-f* = сопзі, entonces f Є S. 

2.19. Obtener una constante de la función no autodual f mediante 
Ja sustitución en los lugares de las variables de las funciones х y =. 

1) у= (00111001); 3) f=(2 |0) (= Ө); 


2) }е=(@уў\узу уз 4) f=zy V zz V yt V и. 

2.20. Demostrar que si una función no autodual depende sustan- 
cialmente de no menos que de tres variables, entonces identificando 
ciertas variables suyas se puede obtener una función sustancialmente 
dependiento de dos variables: 

2.21. Demostrar que si mediante la identificación de las varia- 
bles de la función f(z"), n>3 по se puede obtener una función 
que dependa sustancialmente de dos variables, entonces la función f 
es autodual. 

2,22. Sea ў (х, y, 2) = m (2%, y?, zY), donde a, В, y pertenecen 
al conjunto (0, 1}. Demostrar que para cualquier п ;>4 de la función 
ў so puedo obtener (empleando la operación de superposición) una 
función que dependa sustancialmente de n variables. 
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2.23. Demostrar las equivalencias siguientes: 
1r10yDz=m(m( y, 2, m(z, Y, 2), т(5 y,))= 
= т (z, т (ж, y, 2), т (ш, y, 2)) == т (т (2, y, 2), m (т, y, 2) 2); 
2) (z V y V 2) t V zyz = т (m (y, z, t), z, ї}=т (т (2, y, 0), 
m (z, 2, t), m (у, 2, t)); 
3) m (z, y, z) = m (m (т, y, 2), y, 2). 
2.24. Sea f (z") ЄР, y n>3. Demostrar la relación siguiente: 
Í (Ess Eas Eo, Bar. ay т) = 
= f (Ti, M (Ly, Zg, 23), M (21, ху, 23), 20, -o o Zn) O 
Of (т (лу, La, Za), Ta, M (тү, Lg, т), Zer > > >, 2) O 
(т (ш, Za, Z3), т (11, 2323), 23, Tar «+ 1 2). 
2.25. 1) Demostrar, empleando los problemas 2.12, 2.14, 2.23, 
1) y 2.24, que Tm (z, y, 23) = [т (z, y, 2] = S. 
2) Demostrar que cualquier base de la clase S de todas las fun- 
ciones autoduales, contiene no más de dos funciones. 
2.26, ¿Se puede obtener la función g de la función f con ayuda 
de la operación de superposición en los casos siguientes? 


= (10110010) Е 1000); 

2 1111011100010000), g = (00010114); 

3) У = (11001100), g = (00110014). 

2.27. La función f (ī*),; n>2 posee las propiedades siguiontes 


iE” {5 y con la identificación en ella de cualesquiera 2 [V я] 
variables se obtiene una función de la clase 5. ¿Cuál es el número 


mayor de variables sustanciales que puede tener la función f (2%? 
2.28. Enumerar todas las funciones sustancialmente dependientes 
де las variables z}. ту, ту, у tales que todo тї!-сотропеп!ө suyo 
sea una función autodual. 
2.29. ¿Es el conjunto М autodual? 


1) M=(204D2, т(л@у, 22, y 2); 

2) Мж{ у, zV y, 2040 m(z, y, 2)); = 

3) М = (2-0) у, (2V y) Bzy, (zV y V 2)1 V туг}; 
4 M=SN (29402, m(z, y, 2)). 


$ 3. LINEALIDAD 
Y CLASE DE FUNCIONES 
LINEALES 


La función” ;(2*) se llama lineal si se presenta en la forma 
1@) = а, Ф ауз, Ф ast, Ф... Ф a, 
donde а, €(0, 1), 0<i<n. El conjunto de todas las funciones 
lineales se designa рог L, y el conjunto de todas las funciones linea- 
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los dependientes de las variables тү, ту, 
L es cerrado y precompleto en la clase 
(lema:de la función no lineal): 

Si FE L, entonces sustituyendo en el lugar de sus variables las 
funciones 0, 1, £, y, т, Y se puede obtener лу o zy. 

Si / € L, entonces f se Пата no lineal. 


3.1. Aclarar, descomponiendo la función / en un polinomio de 
Zhegalkin, si ев ella lineal. 


Zn, por L". El conjunto 
s Es justa la afirmación 


1) f (È) = (аз, V жул) O 25; 

2) 1 (È) = z7, (2, O T); 

3) 109) = 2,2, V Tyta V Tats V Тл; 
4) F(E) = (а-л) (82 > 21) ~ аз. 


3.2, Demostrar que si la función f (2") toma valores opuestos 


en cualesquiora dos vértices contiguos 2 у Ў de B”, entonces ella 
es lineal. ¿Es justa la afirmación inversa? 


3.3. Demostrar que si f (Z”) es una función lineal diferente de 
una constante, entonces | №, | =2"-“t, ¿Es cierto lo contrario? 

3.4. Aclarar si f es una función lineal. 

1) /@) = (10410 1010 0110 1000); 

2) f (Z) = (1001 0140 1001 0110); 

`8) f (Z) = (1004 0110 0110 1001); 

4) f @) = (0110 1001 1040 0101). 


3.5. Mostrar que el número de funciones lineales ў (2%), que 
sustancialmente dependen exactamente de k variables del conjunto 


ба, аз... а}, es igual a 2(7). 


3.6, Hallar el número de funciones autoduales que pertenecen al 
conjunto /^. 

3.7. Mostrar quo no so puede obtener la función z —-у de las 
funciones 20 у © 2, z Ф 1, z Ф y por medio de la operación de 
superposición. 

3.8. Aclarar si so puede obtener zy de la función f sustituyendo 
a sus variables por las funciones 0, 1, z, y, 2, y- 


1) у (3) = (1110 1000); 
2) у (08) =(0111 1111); 
3) (23) =(1001 1001); 
4) F(E) = (а > 23) (22—21) Ф (T2 — T3) (14>2) @... 


00 O (En-1 => Tn) (En Zn) 


3.9. ¡Aclarar si se puede realizar la función z —+y соп una fórmu- 
la sobre el' conjunto Ф, donde: 


1) O=LU (xy V zz V зу}; 


2) D=LċĒNS; 
3) D= (L U {zy Y yz V 238; 
4) (210420) У5. 


3.10*. Demostrar que la función ў (2"), que dependo sustancial- 
mente de todas sus variables, es lineal si, y sólo si, al sustituir cual- 
quier subconjunto de variables por cualquier colección de constantos 
se obtiene una función que dependerá sustancialmente de todas las 
domás variables. 

3.11*. Mostrar que de un polinomio do grado %>3 mediante 
la identificación de las variables se puede obtener un polinomio 
de grado k — 1. 

3.12*. Mostrar que de una función по lineal f (2"), n>4 me- 
dianto la identificación de las variables se puede obtener una función 
no lineal que dependa de no más que de tres variables. Enumerar 
todas las funciones no lineales f (23) de las que mediante la identifi- 
cación de las variables no se puedo obtener una función no líneal. 

3.13. Mostrar gue de una función по lincal mediante Ja identifi- 
cación de las variables se puede obtener una función congruento hion 
a ay Ф l(z, y), bien a zy O yz © 22 © L(z, y, z), donde 1 (z, y) 
y 1(2, y, а) son funciones lineales. 

3.14. Mostrar que si f(z") € L, entonces on B” se podrá en- 
contrar una cara bidimensional tal, que exactamente en tres vértices 
de ella la función f (2") toma el mismo valor. 

3.15. Sea la función / (2") tal que para todos los i, j} i< 
<1Sn) fa (En) = 79 (27). Mostrar que f (27) € L. 

3.16. Aclarar cual de Jos sistemas enumerados a continuación 
forma una base en Z 

1) (1,10% 4) (0, 18y 281); 

2) (2=y, =ФуФ2); 5) (1010402 20402). 

3) {z ~y, z@y, 0); 

3.17. Seleccionar todas las bases de un sistema completo еп £. 

1)(0,1,201, а— у, 70/02); 

2) {т< у, (Y) 2, 204902, 2040108); 

3) (0, (¿=y=2, х@1, z@y} 

3.18. Demostrar que cualquier sistema completo en /, contiene 
no menos de dos funciones, 

3.19. Demostrar que cualquier base en Z contiene no menos de 
tres funciones. 

3.20. Domostrar que existe solamente un número finito de clases 
cerradas que contionen sólo funciones lineales, Enumerar todas 
estas clases. 
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3.21. Mostrar que cualquier clase cerrada que contenga un número 
finito de funciones no congruentes de par en par se contiene en L. 

3.22, La función ў (27), n>1 satisface las condiciones: 

1) | N; | =2%1, 2) у Ө је es una constante, 

Mostrar que f (2°) € LU 5 siempre que n.<3. Poner un ejemplo 
de la función f que satisfaga las condiciones 1) y 2) y que no perte- 
nezca al conjunto LU 5. 

3.23. Demostrar que L 5 = = ® 4020 1) 

3.24. Mostrar que L* = L. 

3.25. Enumerar todas las funciones no congruentes de par en 
par f gus ганна las condiciones siguientes: 

1 А 


2) cualquier subfunción (propia) de la función f es lineal. 


3.26. Contar el número de funciones lineales autoduales f (2%) 
que dependan sustancialmente de todas sus variables. 

3.27. ¿De cuántas maneras se pueden colocar los paréntesis en 
la expresión Z, >, -> Zy >, >, рага que se obtenga una 
función lineal? 


3.28. Sean f (2) EL NS, ](0,0,..., 0) = f (0, 0, 2590, 1) 


YÍ (о, Ags + + .1 On) = 0. ¿A qué es igual f (‹ ; +з Onati On)? 
3.29. ¿Con cuáles n existe una función lineal f (Z") que satisfaga 
la condición f (0, 0, ..., 0) #7 (1, 1,..., 1) y que sea simé- 
trica? М 
3.30. Sea f (2") tal que 
еда у {ЛЕ Een 


Mostrar que f (3) ¿LU 5. 

3.31*. Enumerar todas las funciones f no congruentes de раг en 
par, no lineales, tales que cualquier identificación de las variables 
lleve a una función de L. 

3.32*. Enumerar todas las funciones no congruentes de par en 
par fé LU 5 de las que con cualquier identificación de las va- 
riables se obtiene una función de L П 5. 

3.33, Sea Q = {0, т, fı fas fa), donde fis fa, fa son funciones 
diferentes de par en par, sustancialmente dependiente de las variables 


ж, Za, > - > Zn (n > 4). Demostrar que el sistema Q es completo 
en Pp. 

$ 4. CLASES DE 

FUNCIONES 


QUE CONSERVAN 
LAS CONSTANTES 


Se dice que la función ў (2") conserva la constante 0 (la constante 1), 
si f(0, 0, ..., 0)=0 (respectivamente si f (1, 1, ..., 1) = 1). 
El conjunto de todas las funciones del álgebra lógica que conservan 
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la constante 0 se designa рог Т, y el de las que conservan 1, por Ту. 
El conjunto de todas las funciones del álgebra lógica que dependen 
de las variables дү, Za, ..., т, у que conservan la constante 0 
(la constante 1) so designará рог T? (respectivamente por 7%). Cada 
uno de los conjuntos Те, Т, es una clase cerrada y precompleta en Py. 
4.1. Aclarar a cuál de los conjuntos 7, U Ту, 7, N Т, pertenece 
cada una de las funciones enumeradas a continuación: 
1) (EV Y —(2 142) 4 (u ~ 2) 2); 
2) (zy —2) | (к —y) $ (20 20); 
3) (z >y) & (уфа) V (= >y). 
4.2. Aclarar con cuáles n la función f (=") pertenece al conjun- 
to T3 N To 
1) 14)=20%0...02,01; 
2) 1E) = (... (а 2) z) >... а); 
3) /@"у=(... (20) >2) >... 2%) D 
Ф((... (&-®з)—)—...—л„)->җ)@... 
+++ O lA) ка... di 
4169=1ө Y аа, 
Ahlin 
4.3. Aclarar con cuáles n la función f,(2") dada en forma 
recurrente pertenece al conjunto 7N 7, (7, У 7%) 
1) Һ(@ = Oz, 
Ín (2°) = (21 — fnm (2758) (En V fna (2°), > 2; 
2) (а) = 22, (ж, а)= а O 22, ч 
Ín (7) = Epi Ө fp (20), п>3; 
3) (ж) =, faln з) V Zas _ н 
Ín (2) = fn- (2°) Ө nfn- (272), n>3. 
4.4. ¿De cuántas maneras se pueden colocar los paréntesis en la 


expresión 2, >, >, >, —>2, para obtener una fórmula que 
realice una función de Т„? 


4.5. Contar el número de funciones que dependen de las variables 
21, Zas - - -» Zn еп cada uno de los conjuntos siguientes: 
4) 707; 5) ШУП); 9) 5А (707); 

2) ТТ; 6) 250707); 10) SUTIL; 

3) 7,02; 7) TNS; 11) SN(Ta UT); 

4) 7,01; 8) Tons; 12) (SNTo) N Ts; ' 

13) 215173; 
14) XT U (T:N S); 
15) (LU S)N(To UT). 
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4.6. Hallar la función f (£, т,...‚ 2) si: 

1) f (ш, Tos ~- ж) ЄТ, N Те: 

2) f (Tis Za, - En) ELN (Т, (15); 

3) Í (Tir 22, ‚ TA) ESN То. 

4.7. Aclarar si se puede obtener la función f mediante la opora- 
ción de superposición sobre ol conjunto Ф si: 


D= (> y); 

D={zy, z V Y) 

3) [=3V Y Ф= 700550073); 
4) fsan  D=(TILDU(TO y} 
4.8. Demostrar que: 


1) Ta = lzy, z ® yl = lz Y y, = Ф yl; 

2) T, = (= yg g~ y) = lzy, x~ yl; 

3) т. ПТ, = lzy, z È y 21. 

4.9*, Demostrar que cualquier base en 7, contiene no más de 
tros funciones. Poner ejemplos de bases do clase 7, que estén forma- 
das de una, dos y tros funciones. 

4.10*. Demostrar que cualquier base en Te П 7, contiene no más 
do dos funciones. Poner el ejemplo de una base que esté formada de 
una función. 

4.11. ¿Existe on la clase Ту f) 7, una función que doponda de 
tres variables y que forme en ella una base? 

12. Demostrar que: 

i) L NT, = [z Ө yl; 

L AT = le~ y; “ 2. 

3%) S N To = [шу V уз V т, 70 y È 2] = 12у Y yz V 22]. 

4.18. Лаа función f (2%), no detorminada en todos sus puntos, es 
igual a cero en las colecciones (000), (001) y es igual a la unidad оп 
las colecciones (011), (100), (110). Acabar de determinar la función 
1 (59) en las demás colecciones de tal manera que la función obtenida 
forme una hase en To. 

4.14*. Demostrar que si la función f es sustancialmente depen- 
diente de no menos que de dos variables y 7 € 7oU Ту, entonces 
LASS (Л. 


4.15. Aclarar si son bases en 7, los sistemas siguientes: 


1) {zy V yz V zx. z @® y 2; 


2) Базе 2,2 V уБ 
3) (y O 2); 
4 {z ® y @ z, zy, æ V y V з}. 


4.16. Poner un ejemplo de una función simétrica ў (2%) que forme 
un sistema completo en To- 
4.17. Demostrar que 
0 П = Е П5 ПТ = Е 05 П = 05 П 2 П 2. 
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4.18*, Demostrar que las clases 7, f L, Te NS, To NT, son 
precompletas en To. 
.19. Demostrar que el sistema de funciones (1) U 
О LU S) es completo en Pa. 
Demostrar que: 
К 2, = Ti; 


U oU, Ta; 
ToU TU SU 2)* ru TU SUL 

4) Pa N Du e = (To П7)0 8; 

5) (Ta N Sy 

6) (5 N 7)* 

4.24. Supongamos que | б%є8 NENT+f(1,1,0,1)=1 
y f (Х“) depende sustancialmente de no menos que de dos variables 
Hallar ў (3%). 

4.22. Demostrar que las clases L f) To L NT, L NS, (0, 21, 
y solamente ellas, son precompletas en 72. 

4.23. Domostrar que f € (Ty NT) U S si, y sólo si, mediante la 
operación de superposición de f no se puede obtener ni una de las 
constantos. 


$ 5. MONOTONIA 
Y CLASE DE FUNCIONES 
MONOTONAS 


Una función booleana E (2") se llama monótona si para cuales- 
quiera dos colecciones @ y $ de В", tales que 26 tiene lugar la 
dosigualdad_f (9) <Y (P). En el caso contrario у (2") se llamará no 
monótona. El conjunto de todas las funciones hooleanas monótonas 
se designa por M y el conjunto de todas las funciones dependientes 
de Jas variables ту, Za, » >.» т, рог M”. El conjunto ЛГ es una 
clase cerrada y precompleta en Pa. Es justa la afirmación (lema de la 
función no monótona): si f & M, entonces sustituyendo еп ol lugar 
de sus variables las funciones 0, 1, æ, se puode obtener la función z. 

El vértice & del cubo В” se Пата unidad inferior (cero superior) 
de la función monótona f (27) si f (2) = 1 (respectivamente f (а) = 0) 


y para cualquier vértice $ деф < & se deduco que f (B) = O (respecti- 


vamente de & < б se deduce que f ($) = 1). 
5.1. ¿Cuáles do las funciones enumeradas a continuación son 
monótonas? 


1) 2>(2>); 5) ў (23) — (00110111); 

‚ 2) z> (y> 2); 6) FE) = (01100114); 

113) zy (z Ө: ту f (E) = (0001010101010111); 
4) sy Byz 2202; 8) f(T) = (0000000010144111). 


КД 


5.2. Aclarar con cuáles п la función f(7") es monótona, 


бй /@= Y a 
5 1<i<ign 2 
2) 10) =2,% ... 20323-00. Ө аз Ө... Ө Tn); 
= 


3) 16) = да... in O Уа... жайа... Ene 
га 
5.3. Demostrar que para las funciones monótonas f(z") son 
justas las siguientes fórmulas de descomposición: 


169 = зп E VA 
16) = @ УЛ) Ln). 
5.4. Demostrar que рага cada función monótona /, diferente de 


una constante existen f.n.d. y f.n.c. que no contienen negación de 
las variables y que realizan f. 

5.5, Determinar el número de funciones monótonas f (23), tales 
que 7 (0, 1, 1) =7(1, 0, 1) = 1, /(0, 0, 1) = 0, que existen. 
¿Cuántas funciones tales pertenecen al conjunto М N 5? ¿Hay entro 
ellas funciones con variables ficticias? 


5.6. Supongamos que f (2) € S П M, f (0,0, 1,1)=/ (1,1, 1,0)= 
= РА 1 бё) depende sustancialmente de todas sus variables. Hallar 
169. 

5.7. Demostrar que si f no es una constante y f Y f* lo es, en- 
tonces ў ЄМ 8. 


5.8. 1) ¿Es verdad que si у (2") es monótona, entonces de las 
condiciones 


apes, » >» (0, ПВП, 7) = 1, 
se deduce la igualdad у ($) = 1? 

2%) Supongamos que para cualquier k (0«СЕ < п) do las condi- 
ciones f (2%) = 1, v (0) <2" — 2*, y (B") = у (4%) + 2% se de- 
duce que f (B”) = 1. Demostrar que f (2°) € М. 

5.9. Enumerar todas las funciones f (2*) Є M que satisfacen las 
condiciones siguientes: 

1)$(1,0,0,0)=1, 7(0,1,1,1)=0; 

2) f (1, 0, 0, 0) =1, 7 (2) EL; 

3) ] (0, 4, 0, 0) Æ f (1, 0, 1, 1), f (27) es simétrica; 

4) РА, 0, 0, 4) = 0,765. 

5.10. Mostrar que si f (2") no es monótona, entonces existen dos 
tales vectores @, б de В", diferentes exactamente en una coordenada, 
que а <P, pero f (8) > 7 (Ñ. 


5.11. Mostrar que la función f, que depende sustancialmente de 
по menos que de dos variables, es monótona si, y sólo si, toda subfun- 
ción (propia) de la función f es monótona. 

5.12. Poner un ejemplo de una función no monótona ў (2) que 
tenga cada subfunción del tipo f (27), i = T, n, о € (0, 1) monótona. 
¿Cuál es el número de tales funciones que dependan de las variables 
del conjunto {л, Za, ..., л}? 

5.13, Mostrar que la función / (2") es monótona si, у sólo si, 
para cualquier k (Е = T, n — 1) de cualquier subconjunto no vacío 
{бо E! ә п} y cualesquiera _ colecciones @= 


= (01, ..., 0) Y T= (1, ..., Ta), tales que FT, se cumplo la 
relación 


5.14. Demostrar quo ninguna implicante simple de una función 
monótona contiene variables negativas. 

5.15. Diremos que una c.e. monótona К sobre el conjunto do 
variables ту, 23, . .., 2, Corresponde al vector (0, оз, аў. 
de В" en el caso de que a, = 1 para cualquier і = T, n si, у sólo 
ві, z, entra en К. Demostrar que si el vector % es la unidad inferior 


do la función monótona f (2”), entonces el polinomio de Zhegalkin 
contione en calidad de sumando la conjunción K que corresponde al 
vector %. К 

5.16%. Sea / (2") una función monótona y simétrica tal que 
N, ={@: [a ll>k, % € В"). ¿Con cuáles п y k su polinomio de 
Zhegalkin contiene en calidad de sumando aunque sea una c.e. de 
rango k + 2? 

5.17. Mostrar que no existen funciones monótonas autoduales 
que tengan exactamente dos unidades inferiores. 

5.18. Determinar si existen funciones monótonas autoduales con 
tres unidades inferiores que dependan sustancialmente de 

1) tres variables; 

2) más de tres variables. 

5.19*. 1) Mostrar que el número máximo de unidades inferiores 
de una función monótona f (2°) es igual a (ьш). 

2) ¿Cuántas funciones monótonas f(z") que tengan (pj). 
unidades inferiores hay? 

5.20. Mostrar que si se cambian en forma arbitraria los valores 
de una función monótona en ciertas unidades inferiores suyas por 
ceros, entonces la función obtenida también será monótona. 


5.21. Mostrar que | 492%), 
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5.22, Contar el número de funciones que hay en cada uno de los 
conjuntos siguientes: 


DIME TD 4) MNE NSS 
A M'N (TU TD; 5) LEN (PU 5"). 
3) М" NE" 
5.23*, Mostrar que: 
1) ISN M" < M", рага n>1; 
2) |M” рер, para n>1; 
3) М" 1075222277, para n>2. 
5.24. Sea т (п) el número de funciones monótonas que dependen 
de las variables т, Za, . . ., £„. Mostrar que m (1) = 3, т (2) = 6, 
т (8) = 20, m (4) = 186. 
5.25. Contar el número т, (n) de funciones monótonas f (Z°) 
que dependen sustancialmente de т variables (para n = 1, 2). 
5.26*. Domostrar que | M” | < | S" | para n>4. к 
5.27. ¿Cuál es el número de funciones monótonas autodualos ў (44) 
quo dependen sustancialmente de todas sus variables? 
5.28*. Utilizando aquello (véase el problema 1.1.18) de que el 


cubo В" se puede dividir en (д.32) cadonas crecientes no interseca- 
das, mostrar que : 


D a< aat), y <a (e y, 


5.29*, Partiendo de 1.1.48, demostrar que | М" | <3 (023), 


5.30. Demostrar que el número de funciones monótonas ў (2%) 
en las que cada unidad inferior tieno un peso que no supera а k 


(0<KSn/2), по ез mayor de 4 + 00), 

5.31. Sea (А, <) un conjunto parcialmente ordenado. La fun- 
ción f, dofinida en el conjunto A y que toma sus valores del conjunto 
{0, 1), se Пата monótona, si para cualesquiera о y В de A, tales 
que а, se cumple la relación f (æ) <f (P). Supongamos que 
m (A, <) es el número de diferentes funciones monótonas determina- 
dason A. Hallarel mín т (4, <), еї máx т (4, <) o indi- 

ТАЈ ljen 

car en qué conjuntos parcialmente ordonados de n clementos so al- 
canzan estos valores mínimos y máximos. 

5.32*, Poner un ejemplo de una sucesión de funciones monótonas 
1, (6%), n = 1, 2, ..., tales que el número de unidades inferiores 
de la función fn (2*") supere еп 2"/n veces cl número de ceros supe- 
riores. 

5.33. Demostrar que si el número de unidades inferiores de una 
función monótona f (%") no es menor de 2, entonces la función de- 
pende sustancialmento por lo menos de dos variables, 
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BP 5.34*. Sea 2 (f) el número de unidades inferiores de una función 
monótona f y p (f), el número de sus variables sustanciales. Demostrar 
que p ($) >108z 2 (f) — log, log, t (f). 

5.35. Sea j ЄМ" y ma (f), сі número de vectoros Z de BR 
tales que ў (2)=1, qx (1) =та (f) (5) - Mostrar que фу 0) < 0), 
k=, n. 

5.36*. La función q (Z") determinada en А" que toma valores 
arbitrarios y reales, se Ilama función monótona generalizada, si de 
a<f se deduce que Ф (2)<0 (6). Demostrar que шпа función 
monótona generalizada puede sor representada con una combinación 
lineal de funciones booleanas monótonas del tipo siguiente: 


en a, 
IEMEMATO 
dondo с es real; а; >0. 


5.87*, Sea Ф (2%) una función monótona generalizada y qr (¢) = 


-1 zd жй, 
=() У Ф(@). Mostrar que фу (Ф) < (9), КЕ, п. 
Senk 

5.88*, Mostrar que si f (2") € M (n>4), entonces identificando 
las variables de ella se puede obtener úna función no monótona de- 
pendiente de no más que de tres variables. „Жш; 

5.39, Determinar si da la función туз Y ť (ay —>2) se puede 
obtener 2: - М 

1) identificando las variables; 

identificando las variables y sustituyendo” ciertás variables 

por la constante 0; 

3) identificando Jas variables y sustituyendo las constantes. 

5.40*. Mostrar que si f (2") ¿MY 8 (n>3), entonces, identi- 
ficando las variables, de ella se puede obtener una función no monóto- 
na, no autodual y que dependa sustancialmonte de dos variables. 

5.41. Mostrar que si f Є M, entonces f* € M. 

5.42, Mostrar que cualquier función monótona se contiene en no 
menos de dos clases de To, Ту, L. 

5.43, Mostrar que М no se contiene en ninguna de las clases Тео, 


y S, 2, 

5.64. ¿Se puede obtener la función zy de la función zy Y yz Y 22 
mediante la operación de superposición? 

5.45. ¿Se puede obtener 0 por medio de las funciones zy, х\/у, 1? 

5.46. Mostrar que el conjunto (0, 1, zy, х Y y) forma una 
base e 8 
5.47, Seleccionar del conjunto (0, 1, zy, z Y y, zy Y z, ay V 
V yz V zæ} todos los subconjuntos que son bases еп M. 

5.48*. Mostrar que cualquier base en M contiene no más de 
cuatro y no menos de tres funciones. 


5-0507 б + 


5.49. Mostrar que cualquier base en M que esté compuesta de 
tres funciones contiene una función que depende sustancialmente 
de tres o más variables. 

5.50. Poner ejemplos de bases on las clases siguientes: 

1) Te NM; 2) Т, NM; Зу ПМ. 

5.51. Sea f (2") € M (n>4). Demostrar la justedad de la repre- 
sentación 

165) = m (f (а, а, or Za ++ а), 
Í (En Za Lp Zar + + 2), Ў (23, ху 7а, Ts ++ 01 а), 
donde т (z, y, 2) = zy Y yz V zz. 

5.52. Mostrar que: 

1) zy V yz V zz forma una base еп М N S; 

2) cualquier función de М f) S que depende sustancialmente de 
más que do una variable, forma una base en M f) S. 

5.53*, Que sea D un conjunto formado por todas las disyunciones 
elementales monótonas y &, el conjunto de todas las conjunciones 
elementales monótonas. Mostrar que los conjuntos 9 (0, 1), 
СА у, 1}, МПТ, MAT, y solamento ellos son precompletos 
өп М. 

sz mms 

5.54*. Quo sea f (02 )= & E (иг > Y; ¿ зм). Demostrar que 
IN = үм". 

5.55. Supongamos que f es monótona y depende sustancialmente 
de n variables. Demostrar que o bien su f.n.d. abreviada tiene un 
sumando de rango mayor que Ул — 1, o bien su £.n.c. abroviada 
tiene un factor de rango mayor que л — 1. 


$ 6. PLENITUD 
Y CLASES CERRADAS 


En P, es justo el siguiente criterio de plenitud. 

ТЕОРЕМА (Post). El sistema $ es completo en Р, si, y sólo si, 
él no se contiene por completo en ninguna de las clases To, Тү, L, 5 
$ . 
La función f (2") se llama shefferiana (o función de Sheffer) si 
ella forma una base en Pa. 

Supongamos que la función f (2") depende sustancialmente de 
todas sus variables. Por N (f (2")) designan el conjunto de todas 
las funciones tales que se obtienen de la función f (2) medianto la 
identificación de las variables, teniendo en cuenta que la propia 
función f no pertenece al conjunto X (f). Si п < 2 entonces, por 
definición N (f (2")) = Ø. El conjuato N (f (2”)) se llama sistema 
hereditario de la función f (2"). La función f so Шата irreducible 


si IR (/)] 4 ifl. La base Y de una clase cerrada К so Пата simple 
después de sustituir una clase arbitratria f de $ por su sistema 
hereditario se obtiene un sistema no completo en К. La función f, 
que no pertenece a la clase cerrada K, se llama simple con relación 
a K si su sistema hereditario N (/) se contiene en K. 

6.1. Mostrar que en P, no existen clases precompletas diferentes 
de las clases To, Ty, L, 3, М. 

6.2. Aclarar mediante el criterio de la plenitud si el sistema P 
es completo. 


1) Play, z> j-i}; 

2) P=(2-Y, 2 ~ yz); 

0, 1, z(y ~ 2) V (у Ф г); 

4) P ={(01101001), (10001101), (00011100)}; 

5) P == ((0010), (1010110111110011); 

6) P= (SN M) U (LN (To U T3)); 

7) P= (S N M) U (LNM) U (TNS); 

8) P= (MN (TaN T3)) U (ENS). 

6.3. Demostrar que si la función f depende sustancialmente de 
no menos que de dos variables y perteneco а la clase S f) M, enton- 
ces el sistema (0, 7) será completo en P}. A 

6..4 ¿Es completo el sistema P = {f (2%), ў, (2%) si: 

D AESNM, 6005, h>h=1; 

2) AETUL, 1268, 2-1; 

8) А6707. ЉЄМУТ,, h>h=1? 

6.5. ¿Es el sistema P = {fı (27), fa (27), fa (2°) completo si 
кее Һ@Б (7 AT), EMN L, hhm yh V 

y 


6.6, Seleccionar todas las bases posibles del sistema P comple- 
to en Pa. 


YI \/ у(ж\/ у), 1402 (2DY=2, т(х, у, 2)); 

2) &=={1, 2, 2y(y—2), 20D y O mz, y, 2)); 

3) P=(0, 204, (2—0) { (y~ з), (21020) > 

4) P ={z2 V (z@y) V z, (Y ~z, zy @ zu, m(x, y, 2). 


6.7. Poner respectivamente tres ejemplos de bases en P, que 
contengan una, dos, tres y cuatro funciones. 

6.8. Enumerar todas Jas diferentes bases en P, que contienen 
solamente funciones dependientes sustancialmente de las dos уа- 
viables z, y (las bases se consideran diferentes si una no se reduce 
а otra mediante la operación de un cambio de nombre de las va- 
riables). 
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6.9. Aclarar “si se puede ampliar el conjunto 9 hasta una base 
en Py. 

1) A=(20 y, т(=, y, 2) 3) A=MN (T. U Ty); 

2) A=(2=y, z V yz); 4) A=LQM. 


6.10*. ¿Existe una base en P, formada por cuatro funciones 
to le, fa» fu tales que fı 67, fa & Tr, fa 4 L y 1148? 

6.11. Empleando operaciones teórico-conjuntivas expresar la 
clausura del conjunto A mediante las clases cerradas conocidas 
To, Т, L, S, My Py. 

1) A= PN (To UT UL US UM); 

2 A=MN(T UL); 6) A= SN (TNT); 

3) A=MXUTAT Y; 7) AS LN (TUT); 

4) A=MNXL; в) A=TMTy 

5) A=TN(LXS); 9) A=(T¿NTIAM. 

6.12. Aclarar cuál de las relaciones >, <, 2, =S, =, Ф tiene 
lugar para las clases K, y Ку (la relación Ф significa que no se 
cumple ninguna de las demás cinco relaciones restantes). 

1) Kı=lz V (204 Vz), K¿=1xV y, Фу; 

2) Kı={z~y, 2V yal,  K:=[2 Ө yz); 


3) К,= (20, z@y], K= (2-0, 2 Y) 

4) K,=11, z V yl, Ksa [= Фу, z V yal; 

5) Куса Фу, = ~ 02],  К„=[т(т, y, 2), 20y0:201, 
ay Ф 2); 

6) K,=12>y), Ку=з|х Ө y, míx, y, 2)). 


6.13. 1) Demostrar que еп Р, (Х?) existen exactamente dos 
funciones de Sheffer. 

2) Contar el número de funciones de Sheffer en Р, (X°). 

6.14. 1) Demostrar que si f @ ToU 7,U S, entonces f es una 
función de Sheffer. 

2%) Contar el número de funciones de Sheffer en Р, (Х"). 

6.15. Demostrar que de una función de Sheffer, que depende 
sustancialmente de no menos que de tres variables, mediante la 
identificación de las variables se puede obtener una función de 
Sheffer dependiente sustancialmente de dos variables. 

6.16. ¿Con cuáles n (»>2) la función f es shefíeriana? 


tí=10 Y a 
1<i<ign 
2) [=1 Ф 212, Ө хз Ф ... Ө тата Ф 221; 
3) f= (0-21) Ө (22-23) Ө... Ө (£n-1>2p) Ө (Tn > 21): 
4) f=(2, 122) O (2212) Ө... Ө (2-12) Ө (2121); 
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5) {=1 0 (z1 — za) (2223) --. (En-1>2p) (Zn > 21); 
6) f= Жаа... Hera: 
ис и ы. 

6.17. La función f no pertenece al conjunto Тү|) М y toma exac- 
tamente un solo valor igual a cero. Demostrar que ella o bien es 
una función de Sheffer, o bien depende sustancialmente de una 
sola variable. 

6.18. Poner el ejemplo de una función de Sheffer que dependa 
sustancialmente del número menor posible de variables y que toma 
el valor unidad en la mitad oxacta de todas las colecciones de los 
valores do las variables. 

6.19. Poner el ejemplo de una función / (2") tal que para cual- 
quier k (1<k<n— 2) у cualquier subconjunto i, ie, ..., in 
do {1, 2, ..., n}, la función 


4 4 а, 
К (ыг (- da 15) ...)) 
es shefferiana. 

6.20. Que sea la función f monótona y tenga exactamente dos 
unidades inferiores. Demostrar que f es una función de Sheffer. 

6.21. Demostrar que cualquier función autodual no perteneciente 
al conjunto Ta U 7,U LU M forma una base en la clase $. 

6.22, 1) Demostrar que cualquier función de la claso Z pertenece 
aunque sea a una de las clases Zo, 7, S y M. 

2) Poner ejemplos de funciones lineales contenidas exactamente 
en una doilas clases 7%, 7, S. 

6.23*. Poner el ejemplo de una función de la clase Т» que no 
formo base en 7, y que no pertenezca al conjunto T, U LU SU М. 

6.24. Poner el ejemplo de una función no lineal f (2”) que do- 
penda sustancialmente del menor número posible de variables y que 
satisfaga la condición siguiente: para cualquier número ¿(1 <i<n) 
cada una de las funciones fi (2") y f! (2") toma el valor unidad exacta- 
mente en 2"-2 colecciones de valores de las variables. 

6.25*. Demostrar que de funciones no lineales sustancialmente 
dependientes de n>4 variables se puede obtener, mediante la 
identificación de las variables, una función no lineal dependiente 
sustancialmente do п — 1 variables. 

6.26*. Demostrar que si la función f no pertenece al conjunto 
LU S y depende sustancialmente de n>4 variables, entonces 
identificando en ella las variables зе puede obtener una función no 
lineal y no autodual que dependa sustancialmente de п — 1 va- 
riables. ¿Es justa esta afirmación рага п = 3? 

6.27*. Demostrar que de una función de Sheffer ў (2") sustancial- 
mente dependiente de n>3 variables se puede obtener mediante 
la identificación de las variables una función shefferiana dependiente 
sustancialmente de п — 1 variables. 
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6.28. Determinar si son justas las sucesiones siguientes: 

DI TMUTINS >fELUM; _ 

2) 767.) Ta U M =f es una función de Sheffer; 

3) f ETU SU M =f E (LN TD П(5 S М); 

4) 1610580 М =f ез una función do Sheffer. 

6.29. Supongamos que el subconjunto Y de Р, (Х") contiene 
más de 2%%-1 funciones. Demostrar que siempre que n>2, A es 
completo en el sistema Р,. 

6.30. Demostrar que cualquier función de una base simple en P, 
es simple con rolación a cierta clase precompleta en Pa. 

6.31, Hallar todas las funciones no congruentes de par en par 
y simples con relación a la clase К. 

1) K= To 3) K = 10, 1, z); 

2*) K=LNS; 4) K= l0, 1, z, zl. 

6.32. Demostrar que las funciones, simples con relación a la 
clase K y no congruentes de par en par entre sí, so llevan a efecto 
con las funciones del conjunto Y. 


1) K= NT,  A=(0,1, 2); 
2) K=T0NLNS, A=(0,1, 2, zy, 2Vy, 

m(z, y, 2), m(z, y, 2)). 
6.33. Demostrar que en P, existen: 
de sólo dos bases simples compuestas de una función {= | y) 
у 20); 
2%) sólo tres bases simples compuestas de cuatro funciones 
(0, 1, 2 ® y0 z, f}, donde f € (ay, z Y y, m(z, y, 2)). 


Capítulo 
ш 


LOGICAS 
k-VALENTES 


$ 1. REPRESENTACION 
DE LAS FUNCIONES 
DE LAS LOGICAS k-VALENTES 
CON FORMULAS DE TIPO ESPECIAL 


En todo este capítulo se supone que el número /: es natural y 
mayor de dos. Por E, se designa el conjunto (0, 4, ..., Æ — 4}. 
La función f (2") = f (21, La, .. -1 tn) so Пата función de la lógica 
k-valente si en cualquier colección а = (01, аз, . . -+ ал) los valores 
de las variables вор тү, д, .. ., Zn, donde с; € E; el valor de f (9) 
también pertenoco al conjunto Ej. La reunión de todas las funciones 
de la lógica l-valente se designa por Pr. Los conceptos de variables 
ficticias y sustanciales, de funciones iguales y congruentes, de fórmu- 
las sobre conjuntos de funciones (y enlaces), de operaciones do super- 
posición y clausura, de claso cerrada, de base y otros, se definen 
en las lógicas k-valentes lo mismo que los conceptos respectivos del 
álgebra lógica. Por eso en lo sucesivo solamente so citan las defini- 
ciones de aquellos conceptos que se diferencian esencialmente de los 
conceptos análogos en Pa. 

Se consideran elementales las siguientes funciones de la lógica 
k-valente: 

Las constantes 0, 1, . . . k — 1; estas funciones se van a exami- 
nar como funciones dependientes de un número finito y arbitrario 
(incluyendo también el cero) de variables; а 

la negación de Post: х +1 (mód №), designación: т; 

la negación de Lukasevich: (k — 1) — х, designación: ~g о Nx; 

la función característica del número i: j (z), i = 0 
1, si == 
0, si zi 
la función característica (de segundo género) del número i: 
ki, si ==, 


0, 51 252; 


4, ..., k—1; (а) = 


Уба), i=0, 1, -p k—1; sl 


a 


el mínimo de z e y: mín (z, y); 

el mázimo de x e y: máx (z, y); 

la suma por módulo k: z + y (mód k), quo se lee: «т más y por 
módulo k»); - 

el producto por módulo k: т-у (тба k), que se lee: «producto дет 
por y de módulo kw); 

la diferencia truncada: 


0, 0<x<y<k—1 


E { z—y si O<y<z<k 


la implicación: 

(8—14), si 0<z<y<k—1,. 
а! @—1)—+ si 0<y<z<k—1; 

función de Webb: шах (x, y)+-1 (mód k), se designa: vx(z, y); 

la diferencia por módulo k: 
2—0, si 0<y<i<k=a, 

z—v={ k—(y—=2), si O<2<y<k—1. 
Las funciones (operaciones) mín, más, + y- tienen las propieda- 


des de conmutatividad y asociatividad. Además son justas las rela~ 
ciones: 


(z + 0)-2 = (2:2) + (0-2); 
—la distributividad de la multiplicación con respecto a la suma; 
máx (mín (т, y), 2) = mín (máx (2-2), máx (y-2)); 
— la distributividad de la operación máx con relación a la opera- 
ción mín; 
mín (máx (z, y), 2) = máx (mín (z, z), mín (y, 2) 
— la distributividad de la operación mín con relación a la operación 
máx; 
máx (z, 2) = 2, mín (z, з) == 
— la idempotencia de Jas operaciones máx у mín. 
Se introducen por definición las igualdades siguientes: 
máx (21, Lamar Tn) = máx (máx (21, ..., ал), 2а), п 223; 
MÍN (д, +++ Zna Ta) = mín (mín (лү, ' Zami) Zn) п23; 
_I[® siz=0, 
EAD ( kz ві 29 0. 

Tomando en cuenta la asociatividad del producto рог módulo №, 
la multiplicación z-z- ... -z (1 factores, 1 >1) corrientemente se 
escribe en forma de potencia т. А 

Cualquier función f (шу, £s, .. ., Zn) de Р, se puede representar 
en la así llamada primera forma que es una análoga de la f.n.d. 


4..2) En todo esté capítulo, si no se indica lo contrario, Josfsignos + y - se 
interpretan como signos de suma y multiplicación por módulo k. 
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pesi para las funciones del álgebra lógica: 
жәл»... т) = 
шы ы Y (0103, > - 1 оа), Јо, (2), Јо, (20), > > <> Ton ОЎ}, 


donde ía máximo se toma por todas las colecciones y = Le Op. 
., On) de los valores de las variables Z, Za ..., 
Para las funciones de la lógica k-valente es justa E representa- 
ción más que se llama la segunda forma: 


16) = 21010 (21)+ +. - Jon (ж), 


en donde la suma se hace por todas las colecciones 0 (01, . . ., On) 
de los valores de las variables тү, . . ., 2, (la suma y la multiplica- 
ción se hacen por el módulo А). 

Se Паша polinomio Q (2, Ze, ..., Zn) por módulo k de las 

variables 21, Te, ..., Zn а la expresión del tipo 

а + aX +... аһ 
donde los coeficientes а; pertenecen al conjunto Æ, y X; ез o bien 
cierta variable de (%,, Za, . . ., Zn}, о bien el producto de las va- 
riables de este conjunto. 

Se dice que cierta función de Р, es representable (o se realiza) 
mediante un polinomio por módulo К, si existe un polinomio por 
módulo k igual a esta función. 

En P, tiene lugar el siguiente 

Teorema, Cualquier función de Р, es representable con un poli- 
nomio por módulo k si, y sólo si, k es un numero primo. 

3.1. Demostrar las relaciones siguientes: 

1-0 = ~z; 

2) z = (z = y) = mín (z, y); 

3) (£ D у) > y = máx (z, y); 

4) (ж > у) + z= mín (z, y) 

E dea усл! 


= zx; Р 
(y 2) = —máx (т, у). 

4.2. Demostrar que las igualdades que van a continuación en 
las cuales la suma y la diferencia son las corrientes (o sea no por el 
módulo k) y al. calcular el mínimo los valores de los argumentos no 
se reducen por el módulo k. 

1) ато y = шїп (k — 1, (оа) + y; 

2) а-у == mín (0, y— 2); 

3) (£ >y) — (уэ а) = —mín (0, z — y). 

1.3. Representar la función Ja-s (z) en forma de superposición 
de las funciones k — 1, z + 2 y z = y. 

1.4*. ¿Con qué valores de «€ Е, cualquier función J; (х), 
0<i<k-— 2, es presentable en forma de una superposición sobre 
el conjunto {z + œ, Ja, (2))? 
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1.5%. Construir mediante Ја operación de superposición, utiliz 
zando sólo funciones del conjunto {0, 1, ..., k—1,; s> 2y}, 
alguna de las funciones j; (2). 

1.6. Sean №, (z) = ~z, hiş, (2) =x D №, (2), i31. Demostrar 
que Jaa (2) = ~hi (2). E 

1.7. ¿Cuántas diferentes funciones de Р, dependientes sólo de la 
variable = se pueden representar en la forma т! (1>1), en donde la 
potencia se toma por el módulo А? 

Véanse los casos en los que k = 3, 4, .. ., 10. 

1.8. ¿Con qué valores de k (%>3) las funciones 2, 2? у 2 son 
diferentes de par en par? 

1.9*, Supongamos que por Р}? se designa ol conjunto de todas 
las funciones de la lógica k-valonte que dependen de una variable. 
Demostrar que PiP = [1, Ja- (2), £ + y] en donde los corchotes 
sirven para designar la clausura de los respectivos conjuntos de 
funciones. 

1.10, Demostrar que las relaciones siguientes son válidas: 


Y ADE = (еа) + (~y); 

2) ау) =(~2) Y, 

3) z> y = máx (z, y)—y; 

4) Z= J= (€ >y ) +E- ja- (V) +T каз (2); 

máx (242) 4, Jr-2(2)); 

6) z= тіп (АЈ (2), (k—2) 2 2); 

Dr (т, AZ da (U) A ra (®); 

máx (z, у) +jo(y > =) + na (2). y; 

їп (2, у) + Jo (y = 2) — ja- (2) 0 

1.11. Aclarar si tiene lugar un «análogo» de la forma normal 


conjuntiva perfecta para las funciones de Pp, о sea comprobar si 
para cualquier función f (2%) € Pa se cumple la igualdad 


1 (2) = mín(méx (f (01, Os, -. 5 оп), Jo, (а), 
а da las. So, (е) 


1.12. Para la k dada representar la función f en la primera y en 
la segunda forma. 


1) f = л (2), 
Di 


деш, 


0 а аа 

=, у), = 3; 
=з” EZE 
6) 3 = ау, k= 4. 
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1.13. Descomponer la función ў de Р, en un polinomio por mó- 
dulo А. 


1) f = Jra (2), k es un número simple arbitrario; 


2) f п (2° — х), k es un número simple arbitrario; 
Зу] =x = 22, k= 5; 
4 (2%) k=7 
5) f = mín (2, y), k=3; 
6) f= у, k= 5; 


7) f = máx (=, jay), k= 


1.14. Demostrar que siempre que Ё sea compuesto las funciones 
de Р, enumeradas a continuación no son representables ton un poli- 
nomio por módulo k. 


1) ji (2), 0<i<k-— 1; 4) máx (z, y); 
2) z > y; 5) mín (z, y) 
3)2>y 6) (= > у) 


7) cualquier función de Sheffer (o sea una función que forma 
en P, un sistema completo). 

1.15*. Demostrar, seleccionando рага la función f (z, y) do modo 
correspondiente tales polinomios О, (2), О, (z) y О, (х), que aunque 
sea una do las funciones 0, (f (Q, (z), О. (у))) o Qo 000, (2), 0, (2))) 
sin ofrecer dudas no sea descomponiblo en un polinomio por módu- 
lo k; demostrar que con k= 4, 6 las funciones que уап a continua- 
ción no son presentables con polinomios por módulo К. 


1)/=(Q-=20)-y 

2) f = (~z) + y) > 

3) f = mín (~z, y) à 

4) f = máx (x, y) = (= =- 2). 

1.16*. Comprobar si la función f de P, es representable con un 
polinomio por módulo k. 


1) f = (z =y) =y, k= 4; 
2) f = 3jo (2), k = 6; 
3) f = (máx (z, y) — mín (z, y))*, k= 4, 


1.17. Las funciones f; (2) y f, (2) de P, satisfacon las condiciones 


Һ (0) sé const, fı (Es) = Ea 
y 
fa (Es) = Ey. 


Domostrar que la función g (z) = fı (2) + fa (2), donde la suma 
se hace por ol módulo 3, omite aunque sea uno de los valores do £, 
o sea que g (Ез) + Ез. 

18. La función 7 (z) == aya" + аут + a, de Py, donde ar € E, 
y la suma y la multiplicación se hacen por el módulo 3, no toma aun- 
quo sea un valor de Е, (о sea que f (E) + Es) ¿Qué valores pueden 
lomar los coeficientes Go, а, a? 
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La función f (Z°) de Ру se llama lineal por la variable z; И < i< 
<n) si es válida la representación 


FÈ) = arg (2o -o o Ti Biip -o e Za) + 

F Ф(ш, -os Tias Titi +- -s 2л). 
dondo q y ф son ciertas funciones de Ру y la suma y la multiplicación 
se hacen рог el módulo К. 

La función f (2”) de Р, se llama fuertemente dependiente de la 
variable £, (1<i<n) si en cualesquiera dos colecciones de valores 
de las variables que se diferencien sólo en la ¿-ésima componente, 
la función ў (2") adquiere diferentes valores. 

1.19%, 1) La función ў (2) pertenece a Р, y depende fuertemente 
de cada variable. Demostrar que 7 (2") es lineal para toda variable 
suya z; (1<i<nm). 

2) Con los mismos supuestos acerca de la función ў (27) demostrar 
que ў (27) es una función lineal, o sea que se la puedo representar 
en la forma а, + a, 21 +... + Zn, donde a, € E, y la suma y la 
multiplicación so hacen por el módulo 3. 

1.20*. 1) La función f (2”) pertenece a Р, (dondo k es un número 
primo), es diferente de una constante, y lineal respecto a cualquier 
variable suya. Demostrar que existe tal colección de valores de las 
variables en la cual la función f (2") so hace cero, 

2) ¿Es válida una afirmación análoga con un k compuesto? 

1.21. Supongamos que la función ў (2") € Р, (donde К es un 
número primo) es lineal respecto a la variable z, y depende fuerte- 
monte de esta variable. Demostrar que la función f (2") es represen- 
table on la forma a:t, + Ф (Lp, .- ., 2n), donde a € Er, а5 0 
y la suma y la multiplicación se hacen por el módulo К. 

1.22. 1) Demostrar que la función 2j, (z) de P, con cualquier 
i= 0, 1, 2, 3 es representable con un polinomio por módulo 4. 

2) Demostrar que si una función de P, dependiente de una va- 
riable toma solamente los valores del conjunto (0, 2) o bien sólo 
del conjunto (1, 3), entonces es representable con un polinomio 
por módulo 4. 

3*) Poner el ejemplo de una función de Р, que dependa sustan- 
cialmente de dos variables, que tome sólo los valores O y 2 y que 
no sea descomponible en un polinomio por módulo 4. 

1.23*. Demostrar que si la función ў (z) Є Р, no es representable 
con un polinomio por módulo 4, entonces con cualquier т > 2, la 
función (f (2))", igual al m-ésimo grado de la función f (z), tampoco 
es representable con un polinomio por módulo 4. 

1.24*, Hallar el númoro de funciones de P, que dependen sola- 
mente de la variable т y se realizan con polinomios por módulo 4. 

1.25. 1) Sea la función f (x) € Pg representable con un polinomio 
por módulo 6. Demostrar que f (т) se puede realizar con un polino- 
mio por módulo 6 del tipo a, + az + аул. 
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2*) Demostrar que өп Р, el número de funciones dependientes 
de la variable z y presentables con polinomios por módulo б, es 
igual a 108. 

1.26*. Enumerar todas las funciones ў (2) de Р, que tienen la 
forma a + b-jo (2) (aquí a y b pertenecen a Lp), que по se realizan 
con polinomios módulo 6 y tales que (f (z))? son presentables con 
polinomios por módulo 6. 


1.27. 1) Supongamos que la función q (т, y) € Pa satisfaco las 
condiciones: 


1) Q (z, y) = Ф(у, 2); 
b) ple, Фф. 3) = O (O (e D), D; 


с) cualesquiera que sean a y b del conjunto Ey, existe una úni- 
ca =, tal (dependiente de a y b) que q (a, х) =. 

Por 0, designaremos tal elemento de E, que q (а, 0,) = а. 
Demostrar que 0, = 0ь con cualesquiera a y b de Ё, (o sea que 
0=0 =... = Ол). 

OBSERVACION. Llamaremos a este «elemento común» (para 
todas las a € Ex) el cero de la función р y le designaremos por Og. 

2) Demostrar que зі k = 3, entonces on calidad de Ja función 
$ (z, y) se puede tomar sólo una de las funciones siguientes del 
conjunto Ра: z +y, z+y +1, + y +2 

3*) Sea la función Ф (х, y) € Pa que satisfaga las condiciones 
enumeradas en el punto 1). La función у (2), Ze, . . ., 2) E Pa 
se Пата casi lineal con relación а Ф, si para cualesquiera а, а... 
‚+з аң, Dj, Dg, |- -, bn que pertenezcan a Е, se cumple la igualdad 


P O (Ф (a, by, pla, Da), -> (а, Dn), F (Op, Ops ..., 04) = 
= Q (f (01, а... ал), f (bis bar -ns bn))- 


Domostrar que la función f(z") € P, os casi lineal con relación 
a + y +i(con un ¿=0, 1, 2 fijado arbitrariamente) si, y sólo 
si, у (2") es una función lineal. 

.28. 1) Supongamos que la función q (т, y) € Pa satisface las 
condiciones a)—c) del problema 1.27, 1). Demostrar que la función 
Ф (z, y) es casi lineal con relación a sí misma. 

2) Demostrar que en P, existe una función no lineal q (z, y) 
que es casi lineal con relación a sí misma y es representable en la 
forma ж + y + azy (en donde a € E, y la suma y la multiplicación 
so hacen por el módulo 4). 

1.29. Sea = (2) una función heterovalente') de Р, dependiente 
de una variable. La función g (z) € P, se llama inversa a la función 
s (2) y so designa por s- (z) si g (s (2)) = z (entonces es válida tam- 


bién la identidad s(g(z)) =z). La función f: (2, £p, ал) = 
= в (f (5 (д), 8 (а), >> -» 8 (2m))) se Паша dual a la función 
Í (ж, 2a, ++ .› Za) con relación a s (2). Si la función f (27) es dual 


2) Una función de una variable de P, se llama heterovalente si toma todos 
los valores k. 


т 


a sí misma con relación а s (z), entonces se llama autodual con rela- 
ción a s(a). 

1) Construir una fórmula sobre el conjunto (1, k -— 1, ту, 2-0, 
ah = 1) que realice una función dual а f con relación a s (z). 


= v, (z, y), s (2) = 

3 1 = mín (т, P E AEE j Р ъл 0) a (0) == 
+ do (a) + Л 

c) f = (= = y) Ele 2+ ato (у) + y Jo (2), $ (а) 

d) f = x + (y — 2) + х-у-5 — у-]о (ш), s$ (2) = 

2) Demostrar que si la función f (2) € Pa 

a) toma 1 diferentes valores (1 <Ù <k) o 

b) depende sustancialmente de m variables (0<m<n), en- 


tonces la función f% (2"), dual a ella, tiene las mismas propiedades. 
3) Sea s (х) = 7. Aclarar con qué valores do k y del parámetro a 
(del conjunto Еһ) la función f (z, y) es autodual con relación a s (2). 
a) f (2, y) = 22 4 у 4 20:2. + y; 
b) f (т, y) = máx (z, y) + а-(= = y) + 2x — 2y; 
с) f(x, y) = z -+ jo (z + ay). 
4) Aclarar cuál de las funciones citadas a continuación es auto- 
dual con relación a s (2) = —x, 


a) 2; 


b) ~s; 
©) ji (а) + Jami (2); 
d) z -+ y; 

ө) @ 0 +0 

yaya 

TON 

5) Demostrar que si la función f (2) es autodual con relación a las 
funciones sı (2) y з; (2), entonces es también autodual con relación 
а las funciones зу (в, (2) y 1! (2). 

1.30. Una función heterovalente s (2) € Р, se llama ciclo (o susti- 
tución cíclica) si s' (0) = ғ? (0)1) para cualesquiora 1, j que satisfagan 
las condiciones 1-2 < 7 <А (st (2), es la escritura abreviada de la 
expresión s (s (. . . s$ (x) . . .))). Demostrar que si s (2) es una susti- 


T Veces 
tución cíclica de P,, entonces en Р, el número de funciones autodua- 
les con relación a s (т) y dependientes de las variables т, Za, ..., Zn 


es igual a К. 
1.31. Que sea r el menor número positivo”) tal que s” (x) == т. 
Demostrar que si s (2) se x y г es un simple divisor del número К, 


1) En osta desigualdad en lugar de 0 so puede tomar cualquier otro elemento 


del оп 
ш. Y Eorriontámento а oste número so lo Mama orden de la función (do la susti- 
ve 
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entonces en Р, el número de funciones autoduales con relación 


а s (2) y dependientes de las variables z}, Za, . . ., Zn es igual a W°”, 

1.32. Demostrar que si la función f(z") € P, es casi lineal con 
relación a Ф (=, y) ЄР, (véase el problema 1.27, 3)), entonces la 
función [2 Eh dual а f(2”) con relación а s (z), es casi lineal con 
relación a ¿4% (z, y). 


$ 2. CLASES CERRADAS 
DE LA LOGICA k-VALENTE 


La función R (21, Ze, - . ., Za), n>1, que transforma la n-ésima 
potencia cartesiana Ef = Ea х... X Е, del conjunto E, en un 


п veces 
conjunto (0, 1)*) se llama predicado de n lugares determinado en el 
conjunto Еһ, 

Supongamos que ў (ду, ..,, Zi .... Zm) es una función do 
Pr (m>4) y И(а,..., ж... ., Zn) es un predicado de п lugares 
determinado en Æ». Se dice que la función f conserva el predicado R 
si, cualesquiera que sean los elomentos 


Giir oeer Mpy oo aa y Gigs o gr y ТИ 


+. Amis о бту... Amp 


del conjunto Ær, las igualdades 
R (аа, ..., Gig, +++ Aim) = 1 (para todos los i = 1, ..., m) Me- 
van a la relación 


R (f (ад, > o es ais o o ат), -o баа © o go о ањ), ao 

eos f (ains 3 Gins о аһа) = 4. 
Si la función f es constante (por ejemplo, f == a), entonces según la. 
Barini ión la función f conserva el predicado R (ау, ..., £n) si 
R (а,..., а) =i 


Por H (R (21, . .., ®һ)) designaremos el conjunto de todas las 
funciones de Ру que conservan el predicado R (т, . . ., 24) determinado 
en el conjunto Ex. 

2.1. Demostrar que el conjunto H (R (д, . . ., х„)) con cualquier 
predicado Л es una claso cerrada. 

2.2. Sea 8 un subconjunto del conjunto Еһ. Se dice que la 
función f (zı, - - .» Tm) conserva el conjunto 8 si en cualquier colec- 
ción % = (01, ..., A) tal que a, € 8 (i = 1, ..., т) la función 
toma el valor de f (2) también perteneciente al conjunto 8. El 


зу En lugar del conjunto (0, 1) se consideran también los conjuntos (У, 
F} o (1, f), on los cuales Y (respectivamente 1) significa «verdadero» у F (respe- 
clivamento f) significa efalso». 
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conjunto de todas las funciones Ру que conservan el conjunto É se 
designa por 7 (€) y se Hama clase de conservación del conjunto 8. 

4) Demostrar que 7 (8) = H (R (2) si el predicado А (z) es 
igual a la unidad en el conjunto & у es igual а cero en el conjun- 
to Е, М 8. 

2) Demostrar que T (8) = Р, si, y sólo si, € es diferente de un 
conjunto vacío y de todo el conjunto E. 

3) ¿Cuántas clases cerradas diferentes existen en P, que sean 
clases de conservación de los conjuntos? 

4) Contar el número de funciones de P, que se contienen en la 
clase 7 (8) y deponden de las variables д, Za, ..., Zn (n>0). 

5) Demostrar que siempre que E+ Ø y ё 5 Еһ, la clase 
T (8) es precompleta en Pp. 

2.3. Sea D ={6,, En, ..., 8,) la partición del conjunto En, 
о sea que E, = 8,0] 4,0 U En 8,56 Ø con Ф!=1,2,... 
.. 85 y 8, 8, = Ø, siompre que і = j. Se dice que los elemen- 
tos a y b de E, son equivalentes respecto a la partición D (la designación 
es: a ~ b (mod D)) si a y b pertenecen a cierto subconjunto &; 
de la partición D. Dos colecciones % = (а, 03, ...; am) y Ё = 
= (Br ь..., Pm) ғ se Патап equivalentes respecto a la Partición D 


(la designación es: % ~ P (mod D)) зі a; ~ ‚В, (mod D) con і = 
= 1, 2,..., т. So dice que la función f (27) de Ру conserva la 
partición D si para cualesquiera colecciones 9" y Ё" de la equiva- 


lencia 2" ~ б" (mod D) se deduce la equivalencia f (2) ~ у (87) 

(mod D). El conjunto de todas las funciones de Р, que conservan la 

ке D=(8, €, ..., €,) se designa рог TO о U (ё, 

+ €.) y so llama clase de conservación ‹ de, la partición D. 

үз») Demostrar que U (8, H (R (z, y) si el 

predicado R (z, y) es igual a la unidad en tales y solamente en 

tales pares (a, b) que están formados de elementos equivalentes 
respecto а la partición (8,, En, ..:. Ef 

) Demostrar qe U (D) = P, si, y sólo si, la partición D = 

. +» 8,) es trivial o sea que o bien D se induce con la 

relación de igualdad (en este caso з = li), o bien D so representa con 

una relación de dos lugares universal (o completa), lo que corresponde 

а5= 1. 

3) Рага k = 3, 4, 5 contar el número de diferentes clases cerradas 
en P,, que sean clases de conservación de las particiones. 

4*) Contar el número de funciones de Р, que so contienen en la 
clase U(8,, Es, ..., #,) y que dependen de las variables лд, 
Mar › <= 8. (220) 

2.4. Sea & un subconjunto no vacío de E, diferente de todo Ex 
y D ={6, Е, N €). Contar ol número de funciones de Р, que 
dependen de las variables д1, Za, .. ., Zn (12>0) y que se contienen 
en el conjunto р 

1) T (8 S U(D), 2 U(D)N 7(8): 3) T(8)U U(D). 
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2.5. Sea R (21, . . -» Zn), n>2, un predicado determinado en el 
conjunto Ex. Se le llama predicado plenamente reflexivo si on cual- 
quier colección de valores de las variables que contiene aunque sea 
dos componentes iguales él se convierte en una unidad. El predicado 
R (2") se llama plenamente simétrico si con cualquier conmutación 
de las variables en R (zı, ..., Zn) se obtiene el predicado 
R (Er ..., Z4) que coincide con el predicado inicial А (2"). Los 
predicados de un Jugar so consideran (por definición) también plena- 
mente reflexivos y plenamente simétricos. El predicado plenamente 


simétrico y plenamente reflexivo R (д, . . ., zn) se Пата central 
si existo un elemento c € Еһ tal que R (c, tẹ, ..., Zn) = 1 con 
cualesquiera valores de las variables т, . . ., 25, (el elemento с que 


satisface la condición indicada se llama central y todos los elementos 
tales del predicado R forman su centro). 
1*) Demostrar que existen exactamente 


һ-2 н о) 

D (D(F) D? 1 0) е0) 

im 
diferentes predicados centrales de dos lugares, determinados en el 
conjunto Er. 

2) Comprobar que para cada n>k existe sólo un predicado 
central de п Iugaros, determinado en el conjunto Æp. 

3) Enumerar todos los predicados centrales determinados en el 
conjunto Æ, cuyos centros contienen exactamente k — 1 elementos. 

4%) Demostrar que si R (21, ..., Zn) es un predicado central 
determinado en el conjunto Ex, entonces H (R (Zu ..., £n)) = Py 
si, y sólo si, el centro del predicado R coincide con Ep. 

2.6. Sean # < E, y s € fl, ..., k}. Por 7 (È, s) designaremos 
el subconjunto de Р, formado рог todas las constantes y todas las 
funciones f (21, ..., Em) m>Í, que satisfacen la condición: para 
cualquier sistema (A,, . . ., Am} de subconjuntos del conjunto E, 
tales que cada uno de ellos contiene exactamente s elementos, se 
encontrará un conjunto А, = Е, que también contiene = elementos 
y es tal que f (EU Ar .... $U Am) S ËU Ao 

1) Demostrar que el conjunto 7 (8, s) es una clase cerrada 
en Pr. 

2) Mostrar que 7 (&, з) = Р, si, y sólo si, о bien 8% Ø y 
s>k-—|8| o bien & = Ø уѕ = 1 o k. 

3%) Demostrar que T (Ø, 2) cT (Ø, 3) с... c T(Ø), k—1) 
y T (Ø, К — 1) es una clase precompleta еп Ру. 

4) Mostrar que el número de diferentes clases cerradas on Ph 
quo sean clases del tipo 7 (8, s), donde 1 < s < k, es igual a 1 + 
42 (k — 2). 

5*) Demostrar que siempre que & 5 Ø, es válida la igualdad 
T (6, 5) = H (R (а 2 2,41)), donde R es un predicado central 
de s$ 1 lugares el centro & que satisface la condición: 
R (ол, ..., сањ) = 0 solamente cuando los componenetes de la 


00507 st 


colección (оц, . - .. %s+1) son diferentes y ninguno do ellos pertenece 
al centro. 

6) Hallar el número de funciones de la lógica k-valente Py depen- 
dientes de la variable z y pertenecientes al conjunto 7 ({0), 1). 

2.7. Рог 5, so designa el conjunto de todas las funciones heterova- 
lentes de Р, que dependen de una variable (o sea que g (т) pertenece 
a Sa si, y sólo ві, g (Za) = Е). Designaremos por Pf” el conjunto 
de todas las funciones Py de la lógica k-valente dependientes de una 
variable, Sea CS = Р}? N Sr 

1) Mostrar que los conjuntos Sa y CS, son clases cerradas. 

2) Hallar el número de funciones dependientes de la variable т 
y pertenecientes a la clase 5, П U ({0, k— 2), (1, ..., k—= 3) 

к 1р). 

‹ E донан que з (2) Є Sa. Рог Z (s (2) designaremos el 
conjunto de todas aquellas funciones de Р, que son autoduales con 
respecto a з (z) (véase la definición do función autodual en el párrafo 1 
de este capítulo). 

1) Demostrar que Z (s (2) es una clase cerrada, 

2) Mostrar que Z (s (2)) = Pa si, y sólo si, s (2) = z. 

3) Demostrar que 2(в(х)) © 2 (s' (x)) con cualquier i> 0 
(5° (х) por definición se supone igual a 2). 

2.9. Supongamos que s (z) € Sa. Designemos por Z (s (2) el 
conjunto de todas aquellas funciones f (2") de Р, (n > 1) que satisfacen 
la condición: cualesquiera que sean los números enteros й, із, ... 
+ + «y in se podrá encontrar un número entero ¿ (para cada función 
el suyo). tal quo f (sti (х), ste (2), ..., s {2)) = $ (2). 

1) Mostrar que 2 (s (z)) es una clase cerrada, 

2) Mostrar que Z (s (2) 5 Р, con cualquier función s (x). 

3) Demostrar que Z (5 (2) = Z (s (z)) si, y sólo si, s (z) es una 
sustitución cíclica (véase el problema 1.30). 

2.10. Refutar la afirmación: con cualquier función s (z) de S» 
se «шй la igualdad Z (8 (т)) = 7 (s~ (ш)). 

2.11. Examinomos la función Ф (т, y) de P} que satisface todas 
las condiciones enumeradas en el problema 1.27, 1). Designemos por 
L (ф (z, y) el conjunto de todas las funciones de Ру que son casi lineales 
con relación а Ф (z, y). Si Ф (т, y) = 7 + y, entonces el conjunto 
І (q (х, y)) on algunas ocasiones se designa por L y sus elementos 
se llaman funciones lineales. 

1) Demostrar que Г (о (z, y)) es una clase cerrada. 

2) Mostrar que L (q (т, y)) = Pa para cualquier función ф (т, y). 

3*) Comprobar si es justa la afirmación: en P, para toda función 
s (2) € Su, las clases L (q (z, y) y L (Ф (x, y) coinciden. 

Supongamos que en el conjunto Æ, se ha dado cierta relación p 
de un orden parcial no estricto. Se dice que la colección & = 


= (од, Ag ..., Un) precede а la colección P = (6, Bos .. ., 8) 
1) O la colección $ sucede a la colección с» 
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con el ordenamiento р (la designación es: 266) si para cualquier 
t= í, ..., п se cumple la relación ору. Las colecciones & y P 
se llaman comparables con relación а p si bien арб, o bien pĝ.. La 
relación р corresponde en forma natural а un predicado de dos Íugil 
res R, (z, y), igual a 1 оп aquellos y solamente en aquellos «pares 
(a, b) € E, XEx para los cuales es válida la relación apb. La función 
1 (2) ЄР, se Паша monótona con respecto а р si para cualesquiera 
colecciones & y Ё de арб se deduce que / (6) p/ (В). En otras palabras, 
1 @) es monótona respecto а p si ella conserva el predicado Н, que 
corresponde а la relación p. Designaremos por A (р) al conjunto 
Н (Ех, y), o sea al conjunto de todas las funciones de P, que son 
monótonas respecto a p. 

2.12. 1) Veamos dos relaciones de un orden parcial no estricta 
determinadas еп el conjunto Ea: 


pa ка 
ө" = Y, (Cd, DULO, буу 0, 00, DU 


ТИТА (0D, (14D)... (6 4), 
ө = (0, MULA, 0), (2, 2U 
ов, 0), (14D) (E k—1)}. 


Aclarar cuáles de las funciones citadas a continuación pertenecen 
а los conjuntos M (оу) о M (pa). 


а) т; e) máx (z, y); 
b) Л (2); 0 z = y; 
o) ja (2) 8) 22 + jnm (Y). 


d) 2 + jo o + (8): 
2) Sin omplear el concepto de clase de conservación del predicado 
В, (х, y), demostrar que M (p) es una claso cerrada. 
3) Mostrar que M (р) = Ру si, y sólo si, la relación p es una 
relación de igualdad (o sea en el caso de que p = U (1, 1). 
So 


2.13. Soloccionando una clase del tipo 7 (ë) о U (D) idónea, 
demostrar que el sistema А no es completo en Р,. 


1) A=(=z, min (z, y), zP); 

2) A=(2, jola), 2-а) Л, (0) +I (а), mín (z, y); 
З) A= (029, 2249, а-у, жь), 200): 

4) А07. (9), 241012), 2408) Л, (ж), máx (т, y); 

5) A=(1, 2, 927209), máx (2, y): 

6) 4=(,(), z+ (2) Jı (2), 2-Y, 2=y, тіп (х, y). 
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2.14. Para la demostración de la no plenitud (en Pa) del sistema 
A aclarar con qué valores de k no es suficiente examinar sólo las 
clases del tipo 7 (8), U (D) y M (p), sino que también hay que 
emplear clases del tipo 7 (8, s). 

1) А= (2), (z), Jı (2), + jo (+41 (ж), 2-00 

2) A=(1, ~z, јо (2), máx (z, y); 

3) A={0, 1, ..., 2, (ж), máx (z, y), mín (2, y); 

4) A=(=z, [k/2}-ja (ж > [(k—1)/2)), Jo (=) + 

+(24), mín (z, y). 

2.15. ¿So puede demostrar la no plenitud (en Ру) del sistema А, 
empleando sólo las clases L y Z (s (x))? 

1) A =(2, 2z — y, máx (т, y) — (= > y); 

2) А =(0, 1, —х, 22 + y, z + (y); 

3) 4 = (2) + Ја (2), z — y, 2582} 

4) А =(2, —х + 2y, Zo + jo (2 — ИБ 

5) A ={~z, mín (т, y), 2-0). 

2.16*. Dos funciones en P, se llaman congruentes si una de ellas 
puede sor obtenida de la otra mediante la sustitución de las variables 
sin identificación (comparar con el párrafo 1 del capítulo П). Sea la 
función / (z, y) = 2, (2)-7, (y) € Рз. Demostrar que la clase cerrada 
(7 (z, y)l contiene un número finito de funciones congruentes de par 
en par (comparar соп el problema 1.5 del capítulo 11). 

2.17. Sea A un conjunto no vacío de funciones de un lugar de la 
lógica k-valente diferente до todo el conjunto Pf” y que satisface 
la condición: existe tal clase precompleta B en Р, que B f PP = А. 
Demostrar que ella es única. 

2.18*. Demostrar que el número de clases precomplotas en Pa, 
cada una de las cuales no contiene totalmente el conjunto Р}, es 


menor que 2%. 

2.19. Demostrar que si una clase cerrada en Р, tiene un sistema 
finito y completo (en ella), entonces ella tiene el conjunto de todas 
(las diferentes) bases no más que numerable, 

2,20*. ¿Es válida la afirmación siguiente? Toda clase cerrada 
en P, (Е;>3) que contiene una función diforente de una constante 
contiene también una función que depende sustancialmente de una 
variable. 

2.21*. ¿Es cierto que si a una clase cerrada en Pa (0:23) le 
pertenece una función que depende sustancialmente de no menos que 
de dos variables, entonces en esta clase se contiene o bien una fun- 
ción т, o bien una constante? 

2,22, Sea s (z) una función heterovalente de Pa. Por A*® de- 
signaremos el conjunto de aquellas, y solamente de aquellas, fun- 
ciones de Р, para las cuales en el conjunto А hay funciones duales 
con relación a s (2). El conjunto A*® se llama dual a A con relación 
а s (z). Demostrar las siguientes afirmaciones: 
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1) El conjunto (4%), dual a 4%% con relación а s, (z), 
coincide con el conjunto A si, y sólo si, s, (s (2) == z o bien cuando 
él es dual a sí mismo con relación a cada una de las sustituciones 
з (2) y sa (2). 

2) El conjunto А ез una clase cerrada si, y sólo si, 4%? es una 
clase cerrada. 

3) Si el conjunto В forma un sistema completo (o una base) en 
la clase cerrada A, entonces el conjunto B®? es un sistema completo 
(y respectivamente una base) en la clase 4.“ 

4) Si A, 2 Az, entonces А э 432, 

2.23*, Como ya зе sabe, en Ру, siempre que k>3, existen clases 
cerradas que no tienen bases y clases cerradas con bases numerables. 
Una de las clases cerradas que tiene bases numerables es la clase 


siguiente: 
РЕТГЕУ РЕ 1 

donde 
1 соп n=... mm... 

| =Iy=2, y=1 (is, ..., т), 
0 en los demás casos, 

m>2. Base en Az es el conjunto (fa, ..., fm, .. .). Demostrar, 


empleando la clase А, que еп Р, (k>3) oxiste un conjunto conti- 
nual (8), y ET de clases cerradas que forman (por inclusión) una 
cadena, o sea que para cualesquiera dos clases By, y By, del con- 
junto (B,) es justa una de las inclusiones: 


By < Ву, о By с Bye 


$ 3. ESTUDIO DE LA PLENITUD 
DE LAS FUNCIONES 
DE LA LOGICA k-VALENTE 


En las lógicas k-valentes el estudio do la plenitud de un sistema 
arbitrario de funciones está ligado a grandes dificultades técnicas: 
el empleo del criterio de la plenitud, que se basa en el examen con- 
junto de todas las clases precompletas en Pa. incluso con k = 3, 4, 
exige la investigación de un número muy considerable de condiciones 
(puesto que en P, existen exactamente 18 y en Р,, 82 clases pre- 
completas). Las demostraciones de la plenitud de sistemas concretos 
en Рк corrientemento se hace con ayuda del método de reducción 
a sistemas que son, sin ofrecer dudas, completos (tales, por ejemplo, 
como el sistema de Rosser—Turquette 
{40,1,...,#®—4, Ла), (а), +, Jr-a(2), mín(z, y), máx (z, y)} 
o el sistema de Post, {z, máx (z, y). Existe, aparte de eso, una 
serio de indicios de la plenitud en los que se examinan conjuntos 
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ае funciones que contienen ciertas reuniones de funciones dé'una 
wariablo y, además, una sola función, sustancialmente dependiente 
por lo. menos de dos variables. Definamos los más importantes de 
estos indicios. Recordaremos que S, es el conjunto de todas las 
funciones no equivalentes de Р,. dependientes de una variable, 
y CSa = PRP N Sa, donde Ру? es el conjunto de todas las funciones 
de un lugar de Ру. La función ў (2) Є Р, se Пата sustancial si depen- 
de sustancialmente de no menos que de dos variables y toma todos 
los k valores del conjunto Eh- 
Teonexa 1 (criterio de Slupetsky). El sistema PE UY) 
escompleto en Py (соп k>3) si, y sólo st, f (2) es una función sustancial. 
Tzokema 2 (criterio de Yablonsky). El sistema CS» U(f (2) 
escompleto en Р, (con k>3) si, y sólo st, f(x) es una función sustancial. 
Teorema З (criterio de Sálomaa). El sistema Sr U{f (5) es 
completo en Р, (con >25) si, y sólo si, la función f (z) es sustancial. 
Al emplear estos teoromas son útiles las afirmaciones que dan 
diversos criterios de la plonitud de los sistemas de funciones en los 
conjuntos P$, Sa, CSa. Citaremos uno de tales resultados. Suponga- 
mos que la función А, (2) (donde 0 < 7 Е — 1) so determina 
de la siguionte manera: 


i si ==}, 
һб) = 4) si ami, 
z еп los demás casos. 


Teorema 4 (S. Picard). Cada uno de los sistemas (E, ho (2), 
ж + јо (2) y {hm (2), hoe (2), ...› lona (2), 2 + jo (2)) es com- 
pleto en Р}. 

3.1. Como ya se sabe (véase el párrafo 1), ol sistema 
А ={0,1,..., E — 1, jo (3), А б)... halo, 2+ y, 24) 
es completo en Py. 

1*) Demostrar que del sistema A se puedo seleccionar un subsiste- 
ma completo en Р, que esté formado de dos funciones. 

, 2) Mostrar que cualquier subsistema del sistema A formado de una 

función no es completo on Pa. 

3.2. EL SISTEMA DE ROSSER—TURQUETTE 


Aj=(0,4,.. Л (ls dl, 
mín (z, y), máx(z, y), 
сото se sabe es completo en Pa (véase el párrafo 1). 
1) Mostrar que: 
A mín (т, y) = Ti, 
Атах (z, y) С Tio, 


(consecuentemente, después de eliminar del sistema А, cualesquiera 
de las funciones mín (z, y) y máx (т, y) se obtiene un sistema no 
completo en Р,). 
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2) Comprobar que eliminando de A, cualquiera de las constantes 
diferentes de 0 y de k — 1 se obtiene un subsistema que se contiene 
en cierta clase del tipo 7 (€), donde Ø = & = En (у, en consecuen- 
cia, no completo en Р,). 

3) Convencerse de la validez de las igualdades: 

а) Jo (2) = Л (máx (1, Л (2), ..., Ја (2), 2) 

b) Ља (ж) = Jo (máx (Jo (2) Л (3), +. Ла (8). 

4) Seleccionar de un sistema de Rosser—Turquette completo 
en Рк un subsistema que esté formado de 2% — 2 funciones. 


3.3. Aclarar si son completos en P los siguientes subsistemas del 
sistema de Rosser—Turquotte 


1) le Јо (а), Se (ж), mín (z, y), máx (z, y); 
2) (1, 2, J, (2), mín (т, y), máx (z, y). 


3.4, Invostigar la plenitud en P, de los siguientes subsistemas 
del sistema de Rosser—Turquette 

1) (1,2, Jo (z), J, (x), mín (z, у), máx (z, y); 

2) (1, 2, Jo (а), Ja (2), mín (т, y), máx (z, y). 

3.5. Demostrar que los sistemas citados a continuación son 
completos en P» si, y sólo si, k es un número primo. 

1) {г a+ y +20); 

2) {z — 1, z +y, ey 

39) (+ zi —2 +22... 20). 

3.6. Empleando el método de reducción a sistemas completos 
que no ofrocen dudas, demostrar la plenitud (en Pa) de los sistemas 
siguientes: 

1) (1, 2—y, mín (z, y); 

2) {k— 1, z=y, 2+y) 

3) (a, 242, 2 y); 

4) (6—2, 24y, (~z) = 20); 

5) (1, 224+y+2, 22 y); 

6) 4—2, 1—22, z+ y) 

Т) (2-30 (y), mín (z, y). 

3.7. Empleando el criterio de Slupetsky demostrar la plenitud 
en Ру de los sistemas siguientes: 

1) {f (z, y), donde 
z+1 conz=y, 

conz>2 e y=0, 
y conz=0 e y>1, 
0 еп los demás casos; 


tiz, у= 
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2) (ala), 248, 2-y +1); 
З) (2.3 (0) +y -jo (0): 
4) (k—1, 2x—y, z2 y). 


3.8. Investigar la plenitud en Р, de los sistemas siguientes; 


1) (0—2, 24y, mín(z, y); 
2) (0, 1, 2 (у) 

3) (1, 2, ==y); 

4) (2, 22+y, 2 у}; 

5) (1, 2, máx (7, y); 

6) L=z, máx (z, y), 2-Y); 
Т) (еа, 2jo(z), Jı (2), £> y}. 


3.9. Demostrar que cada uno de los sistemas que se citan 
a continuación es completo en Sh. 


1) (io (2, Лов (2), ++, hono (2) 
2) {hos (2, Ља (2), > +1 ажа (2) ++ ++ Ramo (2); 
З) (2, hon ж). 


3.10. Demostrar que el sistema {hy (z), Ros (2), ..., Rom=p(z)> 
æ + Jo (2)) es completo еп PiP. 

3.11. Demostrar que en P, existe solamente una clase precomple- 
ta que contiene totalmente el conjunto Pf? у quo esa clase es 
T (Ø, k— 1) (véase el problema 2.6, 3). 

3.12. Sea A cierto sistema finito de funciones de P,. Veamos el 
procedimiento siguiente: 

1) identificamos en todas las funciones de А las variables susti- 
tuyéndolas por z (obtenemos el conjunto Ay); 

2) еп el lugar do las variables en las funciones de А, de todas las 
maneras posibles, colocamos funciones del conjunto A, U {т} (obte- 
nemos el conjunto A, de P$); después 

3) en las funciones de A en el lugar de las variables colocamos 
funciones del conjunto А, U А, U {z}, ete. 

Demostrar que: 

а) en cierto paso el proceso se estabiliza, o sea que con ї >> ip 


1 + 
se cumplirá la igualdad (а) U Ù, A; ={3}U Ü, 4y (y la igualdad 
A = 


Аз = Aiti); 
b) el sistema A es completo en Р, si, y sólo si, se puede hallar 


k 

tal do que {д} Ј Ау = Р}? y on A se contiene una función 
1 

sustancial. 
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3.13, Demostrar, empleando el algoritmo descrito en el proble- 
ma 3.12, que: 


1) el sistema {22 + y + 2) no es completo en Py; 

2) el sistema {22у + Т es completo еп Py. 

3.14*. Demostrar la plenitud del sistema A transformándolo 
con ayuda de una sustitución adecuada s (т) a un sistema А" que, 
sin ofrecer dudas, sea completo. 


1) {z — 1, mín (z, D 
2) {~ra (2), z +y +1); 
3) {1 + 270-1 (0) + Yo Ja (2) + máx (z, y). 


3.15*. Kefutar la afirmación siguiento: con un k fijo en la lógica 
k-valente siempre se podrá encontrar una base formada por un núme- 
ro (finito) de funciones tan grande como se quiera. 

3.16. Poner el ejemplo de una función f (z, y) del conjunto Py 
que satisfaga la condición: f es una función de Sheffer, pero z -+ f 
no es función shefferiana. 

3.17*. Supongamos quo f (2") es una función de Р, que depende 
sustancialmente de no menos que de dos variables y que toma l 
valores diferentes (2<1<%k). Demostrar que sustituyendo sus 
variables por funciones del conjunto CS, se puedo obtener una fun- 
ción que dependa sustancialmente de dos variables y que tome Г 
valores diferentes. 

3,18. ¿Con qué valores de k el cuadrado de cualquier función 
sustancial do P, es una función sustancial? 

3.19*, Contar el número de funciones sustanciales en P, que 
dependen de las variables дү, Za, ..., Tn (27:2). 

3.20. Soa R (2, . . -, Zn) un predicado determinado en el_con- 
junto E. Este se llama predicado fuerte si existe tal colección @" = 
= (оц, .... ал) de valores de las variables z;, . .., д, que рага 
cada colocción б" = (Br, ..., Bn), еп la que el predicado 
R (21, +. . Za) es igual а uno, se podrá encontrar еп H (R (21, ... 

„25 £n)) una función f (z) que satisfaga la condición: / (а) = р, 
para cualquier i = 1, ..., п (en otras palabras, la función у (z) 
«traduce» Ја colección 2" а la colección $”). Supongamos que R (2). 
es un predicado fuerte determinado en el conjunto E, y que H (R (2) + 
+ Ру. Demostrar que si con cualquier función g (z) dependiente de 
una variable y no perteneciente а la clase H (R (2), el sistema 
H (R (5) U {g (2) es completo en Pa, entonces, la clase H (R (2) 
es precompleta en Ру. 

3.21. Sea R, (2%), 1<i<s,| un predicado de n lugares determi- 
nado en el conjunto Za. Pongamos que R (Z°) = R, (2. 


‚ & R, (29). Demostrar que Å H Ri E) SHARE). 


89 


3.22*, Demostrar que en P, соп 0723 el conjunto de todas, las 
clases cerradas, cada una de las cuales contiene un número finito 
de Funciones no congruentes de par en par, es numerable-infinito. 

. Demostrar que cada clase cerrada еп Р, tione no más que 
un ар numerable de clases precompletas en él. 

3.24*, Poner un ejemplo de una clase cerrada en Р, que contenga 
infinitamente muchas funciones no congruentes de par en par y que 
по contenga clases precompletas en ella. 

3,25*.. Seleccionar la base del sistema A completo өп Ру. 


k — 1, jo (2), ji (£h >- n Ia e, ж. “К, ЕЛ, Y; 


k— 1, 2+2, máx (z, y), = = y); 
5) А ={2. jo (2), z +°, 3° y, тусл). 


3.26. Demostrar que en cualquier base seleccionada del sistema 
Rosser — Turquette forzosamente tiene que contenerse aunque sea 
una de las funciones J; (2), 1<i<%k— 2, pero no se encontrarán 
das constantes 0 y k — 1. 


Capítulo 
IV 


GRAFOS 
Y REDES 


$ 1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES 
DE LA TEORIA DE LOS GRAFOS ! 


Sea V un conjunto finito no vacío, X, cierta colección de pares 
de elementos de V. En el conjunto X pueden haber paros con elemen- 
tos iguales y también pares iguales. El conjunto V y la colección X 
determinan un grafo con aristas y bucles (lazos) múltiples (o abreviada- 
mente un pseudografo) G = (V, X). Los elementos del conjunto V 
se Jlaman vértices y los elementos de la colección X, arcos del pseu- 
dografo. Los arcos del tipo (v, v) (v € V) se llaman lazos. Un pseudo- 
grafo sin lazos se llama grafo con arcos múltiples (o abreviadamente 
multigrafo), Si en la colección X no se puede encontrar ningún par 
más de una voz, entonces el multigrafo G = (V, X) se Пата grafo”). 
Si en el conjunto X los pares están ordenados, entonces el grafo se 
llama orientado. Las aristas de un grafo orientado frecuontemento 
se denominan arcos. Si los pares de la colección X no están ordenados, 
entonces el grafo se llama no orientado o sencillamente grafo. Si 
z == (и, v) es una arista del grafo, entonces los vértices u y р se 
Патар extremos de la arista z. Si el vértice v es un extremo de la 
arista x, entonces so dice que v y = son incidentes. Los vértices и уь 
del grafo G se llaman adyacentes si existe una arista del grafo G que 
une a u y v. Dos aristas se llaman adyacentes si ellas tienen un vértice 
común. Grado del vértice v se llama al número d (р) do aristas del grafo 
que son incidentes al vértice v. En un pseudografo el grado del vérti- 
сө v es igual al número total de aristas incidentes a este vértice más 
el número de bucles incidentes a él. El vértice de un grafo que tiene 
grado 0 se llama aislado y el vértice que tiene grado 1, colgante. 


1) Las del ¡ones que se dan a continuación coinciden o so aproximan a las 
¿ue ге dan en Ja sección «Grafos y redes» de los libros |10] y [33]. 

2) A continuación todas las definiciones se dan para los grafos. General- 
mente estas definiciones do manera evidente se pueden aplicar a los multigra- 
ТҮ pseudografos. En los casos de que haya gran diferencia еп las definiciones, 
se darán también las definiciones respectivas para los pseudografos. 


ЕД 


La sucesión 

удура A + Zn (2), a) 
en la quo se alternan los vértices y las aristas y en la que para cada 
i = Ї, п — 1 la arista z; tiene la forma (уу, 0:1), se llama camino 
que une los vértices dy, Vn. El número de aristas del camino se deno- 
mina longitud del camino. Camino de longitud cero se Пата а una 
sucesión que contiene un solo vértice. Un camino en el que todas las 
aristas son diforentes de par еп par se llama cadena. Un camino en el 
que todos los vértices son diferentes de par en par se llama cadena 
simple. Un camino (1) se llama cerrado si v, = va. Un camino cerrado 
on el que todas las aristas son diferentes de par en par se llama ciclo. 
Un ciclo en el que todos los vértices, excepto el primero y cl último, 
son diferentes de par en par se Паша ciclo simple. Un grafo se llama 
conexo si para cualesquiera dos de sus vértices existe una cadena que 
une estos vértices. Distancia entro los vértices de un grafo conexo se 
Пата a la longitud de la cadena más corta que une estos vértices. 
Diámetro de un grafo conexo se llama a la distancia entro los dos 
vértices más lejanos uno del otro. El diámetro del grafo G so designa 
por D (G). Subgrafo del grafo G se llama a un grafo en el que todos 
los vértices y aristas se contienen entre Jos vértices y aristas del 
grafo б. Un subgrafo se Пата propio si es diferento del mismo grafo. 
Componente de conexión del grafo G se Паша su subgrafo conexo que 
no sea subgrafo propio de ningún otro subgrafo conexo del grafo G. 
De soporte se llama a un subgrafo que contenga todos los vértices dol 
grafo. Subgrafo del grafo G == (V, X) (engendrado por el subconjunto 
U <= У se Пата al grafo H = (U, Y) el conjunto de las aristas del 
Cual está formado de aquellas, y solamente de aquellas, aristas del 
grafo G cuyos extromos se oncuentran en U. Los grafos (pseudografos) 
G = (V, X) y Н = (U, Y) son isomorfos, si existen dos correspon- 
dencias biwnívocas q: V~- U y q; X <-> Y tales que para cualquier 
arista т = (и, v) de X es justo ф (z) = (p (и), p (v). En el caso de 
los grafos se puede dar la definición siguiente: los grafos G = (V, X) 
y H = (U, Y) son isomorfos si existe una tal transformación biuní- 
voca q: У = U tal que (и, v) EX si, y sólo si, (Фф (u), q (0) € Y. 
Tal aplicación de ф se llama ¿somorfa. Automorfismo se Пата a una 
aplicación isomorfa del grafo en sí mismo. Bajo el término do opera- 
ción de extracción de un vértice del grafo G comprenderemos una opera- 
ción que consiste en la extracción de cierto vértice junto con las 
aristas que le son incidentes. La operación de extracción de una arista 
del grafo G = (V, X) consiste en la extracción del par correspondien- 
te de X. Al hacer esto, si no se expresa lo contrario, todos los vértices 
se conservan. El complemento G del grafo G es un grafo en el cual dos 
vértices son contiguos si, y sólo si, ollos no son adyacentes en G. La 
operación de subdivisión de la arista (u, v) en el grafo G = (V, X) 
consisto en la extracción de la arista (1, v) de X, en la adición de 
un nuevo vértice w a V y en la adición de dos aristas (и, w) y (w, v) 
a XN (и, v)). El grafo G se llama subdivisión del grafo Н si G puede 
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ser obtenido de H mediante la aplicación sucesiva de la operación 
de subdivisión de las aristas. Los grafos G y H son homeomorfos si 
existen tales subdivisiones suyas que son isomorfas. Sean G = (V, Х) 
y H=(U, Y) dos grafos. Рог б O H designaremos un grafo, 
llamado diferencia simétrica de los grafos G y Н con el conjunto de 
vértices W = V Ų U y el conjunto de aristas Z = X Ф Y formado 
de aquellas, y solamente de aquellas, aristas que entran exactamente 
en uno de los conjuntos X o Y. Por б X H designaremos la multipli- 
cación cartesiana de los grafos G = (V, X) y Н = (U, Y), o sea, 
un grafo cuyos vértices son pares de la forma (v, u) (v € V, u € U) 
y en el cual los vértices (руш) y (Va, us) son adyacentes si, y sólo si, 
es adyacente aunque sea uno de los pares vy, Va (en el grafo G) o шу, uz 
(en el grafo Н). Unión de los grafos G = (V, X) y Н = (U, Y) se 
llama al grafo Æ = (VU U, XU Y). 

Arbol se Ilama a un grafo conexo sin ciclos. Un grafo sin ciclos 
se llama bosque. Completo se llama al grafo en el que cada dos vértices 
diferentes están unidos con una arista. Un grafo completo con n 
vértices se designa por K,. Un grafo sin aristas se dice que es vacío 
(completamente іпсопехо). Un grafo de un vértice, sin aristas, se 
llama trivial. Dicotiledónico se llama a un grafo cuyo conjunto de 
vértices se puedo dividir en dos subconjuntos (dos partes) V, y Va 
de tal manera que cada arista del grafo une vértices de partes distin- 
tas. Un grafo dicotiledónico con sus partes V, y V, y ol conjunto 
de sus aristas X se designará por (Уу, Va, X). Si cada vértice de V, 
está unido con una arista a cada vértice de V,, entonces el grafo se 
Пата grafo dicotiledónico completo. Un grafo dicotiledónico completo 
(Vi, Va, X) tal que | V, | = т, | Va | = ng se designa por Kn, ny 
Un grafo se llama Jeconezo si al oxtraerle cualesquiera k — 1 vêr- 
tices se obtiene un grafo conexo diferente del trivial. El vértice cuya 
extracción del grafo aumenta el número de componentes de cone- 
xión se llama divisor o punto de convergencia. Un grafo se llama grafo 
regular de grado d, si todos sus vértices tienen grado d. Un grafo 
regular de grado 1 se llama combinación de pares. Un grafo regular 
de grado 3 se llama cúbico. El subgrafo soporte regular de grado k 
de un grafo se llama su k-factor. Una combinación de pares perfecta 
se llama 1-factor. Combinación de pares máxima del grafo G se llama 
a la combinación de pares que contiene cl número máximo do aristas. 
Ciclo hamiltoniano de un grafo se llama a un ciclo simple que contiene 
todos los vértices del grafo. Cubo n-dimensional unitario se Пата al 
grafo B” cuyos vértices son vectores booleanos de longitud л y las 
aristas son caras unidimensionales (véase el capítulo Í, párrafo 1). 

1.1. Mostrar que para un grafo arbitrario G (V, X) es justa la 
igualdad 2 | X 1= 20). 


1.2. Sea in (G) el número de vértices de grado № en el grafo б. 
Hallar el número de grafos no isomorfos de par en раг G, on los que: 
1) ia (G) =1, (G) = i (б) =2, і (6) = 0, con К 2, 3, 
2) ia (G) = ia (G) = is (G) = 3, і, (G) = 0, соп k362, 3, 
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1.3. Mostrar que en cualquier grafo que tenga no menos de dos 
vértices siompre habrán dos vértices con el mismo grado. 

1.4. Demostrar que para cualquier colección do números enteros 
no negativos (ko, ly» . - .) tales que У) k; = 2m existe un pseudogra- 


+ 
{о соп m aristas, {е tiene para cada їі = 0, 1, ... exactamente 
kı vértices del grado i 

1.5. Sea dy (C) el mínimo de los grados do los vértices del grafo G, 
que tiene n vértices. 

1) Demostrar que si d,(6)>52, entoncos el grafo es conexo. 

2) ¿Se puedo cambiar on la afirmación anterior 251 por 


n—i 
PFP 

1.6. Demostrar, quo cualquier camino cerrado de longitud impar 
contiene un cielo simple. ¿Es válida una afirmación análoga para los 
caminos de longitud par? 

1.7. Mostrar que un grafo conexo con л vértices contiene по 
menos de п — 1 aristas. 

1.8. Mostrar que en un grafo con n бсре ус componentes de 


conexión el número de aristas es no mayor de -+ (л — с) X (n—c-+1). 


1.9. Demostrar que cualquier grafo cocino no trivial contiene 
un vértice que no os divisorio. 

1.10. Demostrar que en un grafo conexo, cualesquiora dos cadenas 
simplos de longitud máxima tienen por Јо menos un vértice común 
¿Es justa la afirmación de que ellas siempre tienen vna arista común? 

1.11. Demostrar, que si de un grafo conexo se extrae una arista 
arbitraria contenida en algún ciclo simple, entonces о] grafo seguirá 
siendo conexo. 

1.12. Mostrar que si en un grafo con п vérticos no hay ciclos de 


longitud impar y el número de aristas supera a ( entonces el 


grafo es conexo. 

1.13. Hallar el número ру (л) соп el cual cualquier grafo de n 
vértices que tenga pa (п) ciclos de longitud К es conexo. 

1.14. Supongamos que los grafos G y H son isomorfos. Mostrar 
que: 

1) para cada @;>0 ol número de vértices de grado d es igual en 
los grafos G y H; 

2) рага cada Г el número de ciclos simples do longitud 1 еп los 
grafos G y H es el mismo. 

1.15. Mostrar que las condiciones 1), 2) del problema 1.14 son 
insuficientes para que los grafos G y Н sean isomorfos. 

1.16. Indicar los pares de grafos isomorfos y no isomorfos que 
hay entre los pares presentados en las figs. 3-6. Argumentar la con- 
testación. 


т), 


ЕА 


1.17. Supongamos que los grafos б y H son biconexos у cada 
uno de ellos tiene seis vértices y ocho aristas. El grafo G tiene exacta- 
mente dos vértices del grado 2 y el grafo H tiene exactamente cuatro 


a) b) 
Fig. 
a) b) 
Fig. 4. 
a) b) 
Fig. 5. 
a) 6) 
Fig. 6. 


vértices del grado 3. Se puede afirmar que los grafos G y Н som: 
1) isomortos; 2) no isomorfos. 
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1.18. Los grafos G y Н son biconexos y cada uno de ellos tiene 
sois vértices y diez aristas. Un vértice en cada uno de los grafos tiene 
grado d(1<d<5) y los demás tienen grado d, (d, < d). Mostrar 
que los grafos G y Н son isomorfos. 

1.19. Mostrar que en un grafo que no tiene automorfismos no 
triviales. 

1) la distancia entre cualesquiera dos vértices de grado 1 es 
mayor de dos; 

2) existe un vértice de grado 3 o mayor. 

1.20. ¿Cuál es el múmero de automorfismos de un grafo que sea 
ciclo de longitud p? 

1.21. Construir un grafo sin ciclos, que no tenga automorfismos 
no triviales y que contenga el número menor posible de aris- 
tas. 

1.22. ¿Cuál es el menor número п (п > 1) de vértices que puede 
haber en un grafo que no tenga automorfismos no triviales? 

1.23. Supongamos que en un grafo biconexo que tiene seis vérti- 
cos y diez aristas el grado de todos los vértices es igual y el númoro 
de ciclos simples de longitud 3 es igual a dos. Restablecer el grafo. 
Hallar el número de sus automorfismos. 

1.24. Sea O (v) el conjunto de todos los vértices adyacentes 
a v y ©' (v) = О (v U {v}. Sea Rn el conjunto de todos los grafos G 
con п vértices, que tienen las propiedades siguientes: para cualesquie- 
ra dos vértices no contiguos и y v, o bien O (v) & O (u), o bien 
O (и) <= O (v), y para cualesquiera vértices contiguos u y о bien 
0' (ру = 0' (и), о bien O” (и) <0' (v). Demostrar las afirmaciones 
siguientes: 

1) En el grafo G do Л, los vértices de un mismo grado son todos 
o bien adyacentes de par en par, o bien no adyacentes de par en par, 

2) En ol grafo Gde R, existe aunque sea un vértice de gradon — 1. 

3) Si para cierto d, los vértices de grado d son en el grafo G de 
R, adyacentes de par en par, ontonces los vértices de grado mayor 
que d también serán adyacentes de par en par. 

4) El grafo G de А, se dotormina unívocamente con una exactitud 
hasta el isomorfismo con la definición де los grados de los vértices. 

5) La oxtracción de un vértice dol grafoG € R, lleva a ungrafo de Ra -1 

1.25. Supongamos que л;>2 y sea dada una familia Р (G) = 
=(H,, Ha, . ..., Hn} de grafos, en la cual el grafo Н, зе ha obtenido 
del grafo G de n vértices mediante la extracción del vértice con el 
número ¿(i = T, п). Observaremos que en los grafos H, los vértices 
no están marcados. Demostrar que рог la familia F (6) se puede: 

1) hallar el número de aristas del grafo G; 

2) hallar para cada Н, el grado del vértice con la extracción del 
cual de G so obtiene el grafo Hr; 

3) determinar para un grafo arbitrario L que tenga no más de 
п — 1 vértices, si éste es un subgrafo del grafo б; 

4) determinar si el grafo G es conexo; 

5) restablecer el grafo G si no es conexo. 


9 


1.26. Sea D (G) el diámetro del grafo G y € el grafo cor 
tario a б. Demostar que D (С) <3 si el grafo G no es co 
D(G)>3. 

1,27. El grafo G se llama autocomplementario si los gras р, 
son isomorfos. 

1) Hallar el grafo no trivial autocomplementario con el número 
de vértices. 

2) Mostrar que un grafo autocomplementario es conexo. 


саво 


Fig. 7. 
а) 6) o) 
Fig. 8. 


3) Mostrar que si С es un grafo aulocomplementario, entonces 
2<D (6)<3. 

1.28. ¿Cuántos grafos no isomorfos de par en par quo tengan 
20 vérticos y 188 aristas existen? 

1.29. Mostrar que si los grafos G y И son homeomorfos, entonces: 

1) para cada d 2 ol número de vértices de grado d en ambos 
grafos es igual; 

2) existe una aplicación biunívoca del conjunto de los ciclos 
simples del grafo G en el conjunto de los ciclos simples del grafo H, 
con la cual el número de vértices del grado d en los ciclos respectivos 
os igual para todos los d = 2. 

1.30. Establecor si existen en los grafos ropresentados en la 
fig. 7 subgrafos homeomorfos al grafo С. 


1) G = Ka (véase la fig. 8, а); 
2) G = Ks (véase la fig. 8, b); 
3) G = Кз.» (véase la fig. 8, c). 


1.31. La operación de sobredivisión consiste en la sustitución de 
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dos aristas adyacentes (и, v) у (v, w), cuyo vértice común р tiene 
el grado 2, por una arista (и, 10). Aplicando paso a paso la operación 
de sobredivisión se puede obtener de un grafo arbitrario G, que con- 
tenga vértices del grado 2, un pseudografo que no contenga vértices 
del grado 2. Este psoudografo se llamará sobredivisión completa del 
grafo G. 

1) Mostrar que la sobredivisión completa del grafo G no dependo 
del orden en el que se aplicó la operación de sobredivisión a los 
pares de aristas adyacentes del grafo G. 

2) Mostrar que Jos grafos G у H son homcomorfos si, y sólo si, 
sus sobredivisiones completas son isomorías (como los pseudografos). 

1.32. Demostrar que en el grafo de Petersen (fig. 7, a) no hay 
ciclo hamiltoniano, pero en el grafo obtenido de él mediante la ex- 
tracción de un vértice, hay un ciclo hamiltoniano. 

1.33. Demostrar que en cada uno de los grafos Kp, Kp,n, В" 
hay un ciclo hamiltoniano. 

1.34. Sean n impar y В, el conjunto de vértices del cubo 3”, 
formado por vérticos de peso k. Sea G un subgrafo del cubo В" 
engendrado рог el conjunto B31 U Вз. 

т т 

1) ¿Existen en el grafo G combinaciones de pares perfectas? 

2) ¿Existen on ol grafo G ciclos de Hamilton? 

1.35. En el grafo G hay un ciclo hamiltoniano y en el grato H, 
una cadena hamiltoniana. ¿Es verdad que en el grafo G х Н existe 
un ciclo hamiltoniano? 

1.36, Demostrar que si para cualesquiera dos vértices и y v de 
un grafo conexo de n vértices se cumple d (и) + d (р) >п, entonces 
el grafo tiene un ciclo hamiltoniano. 

1.37. Mostrar que cualquior grafo con т vértices y con no menos 
de ("1) +2 aristas, tiene ciclos hamiltonianos. 

1.38. Mostrar que un grafo que tiene dos vértices no adyacentes 
de tercer grado y los demás de un grado no mayor de2, по posce un 
ciclo hamiltoniano. 

1.39, 1) Mostrar quo D (G х H)<D (G) +D (Н). 

2) Comprobar si D (G х H)<máx {D (G), D (H)} 

1.40*. Domostrar que cada grafo conexo regular de grado 2d 
es presentable en forma de unión de 2-factores no intersecados. 

1.41,*, Mostrar que el grafo Kan os representable en forma do 
unión de algún 1-factor y љ — 1 ciclos hamiltonianos. 

1.42. Mostrar que el grafo Kn +, se puedo representar en forma 
de unión de n cielos hamiltonianos. 

1.43. Mostrar que en el grafo К, con vértices numerados, hay 
32 ciclos hamiltonianos diferentes. 

1.44. Mostrar que el número de diferentes combinaciones de pares 


perfectas del grafo Kan con vértices numerados es igual а 


ЖАГ. 
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$ 2. PLANICIDAD, CONEXION, 
CARACTERISTICAS NUMERALES 
DE LOS GRAFOS 


Un grafo se Пата planar si puedo ser dibujado en un plano de tal 
manera, que los arcos de las curvas que representan las aristas зо 
crucen sólo en los puntos дио corresponden a los vértices del grafo; 
además, en cualquier punto de intersección convergen sólo los arcos 
cotejados a las aristas incidentes precisamente al vértice que corres- 
ponde a este punto. Tal figura geométrica es la expresión del grafo 
planar y se llama grafo plano. Cara interior de un grafo conexo plano 
se llama a la región finita del plano, acotada por un camino cerrado 
y no conteniente dentro de sí ningún vértice ni arista del grafo. 
El camino quo acota la cara se llama frontera de la cara. La parte del 
plano, formada por puntos que no pertenecen ni al grafo, ni a una 
de sus caras interiores, se llama cara ezterior. Para los grafos planos 
biconexos (multigrafos) que tienen n vértices, m aristas y r caras 
so cumple la fórmula de Euler п — т + г = 2. Son válidos los siguien- 
tes criterios do la planicidad. 

Trorewa (Pontriagin—Kuratovsky). Un grafo es planar si, y 
sólo % no contiene subgrafos homeomorfos а los grafos Ks y Ky 
fig. 8, b, с). 

8 Ше del grajo G se Паша al número menor £ (С) de subgrafos 
planares suyos, cuya unión es igual a G. A cada pseudografo conexo, 
plano, no trivial G se le puede cotejar el pseudografo dual G* de la 
siguiente manera. Dontro de cada cara del pseudografo G se escoge 
un vértice del grafo G*. Si т es una arista del grafo G que está en la 
frontera de las caras g, у Za, Y 0, у Ve Son vértices del pseudografo G* 
cogidos en estas caras, entonces los vértices v, у и, se unen con una 
arista en G*. Un pseudografo (grafo) plano isomorfo a su pseudografo 
dual se llama autodual. Los ciclos 21, 23, ..., Za del grafo G so llaman 
linealmente dependientes si para algunos й, ip. i, <i < 
<i<...<i<hk) зө cumple la relación Z, Ө 2, ©... Ф 
Ф Zi, = 0, donde 0 es un grafo sin aristas, ZO Y es la diferencia 
simétrica de los grafos Z e Y. En el caso contrario los ciclos Z,, 
Zo, .... Za so laman linealmente independientes. El número mayor 
do ciclos E (б) еп la totalidad de ciclos linealmente independientes 
del gralo G se llama número ciclomático del grafo G. La coloración 
de los vértices (las aristas) de un grafo se Пата regular si los vér- 
ticos (las aristas) contiguos están pintados do diferentes colores. 
El menor número y (G) de colores para el cual existe una coloración 
regular de los vértices del grafo G se llama número cromático del 
grafo С. El menor número у’ (G) de colores para el cual existe una 
coloración regular de las aristas del grafo G se llama número cromático 
de las aristas del grafo G. El subconjunto U de los vértices (aristas) 
so llama encubrimiento del conjunto de los vértices (o de las aristas) 
del grafo G si cada vértice (cada arista) del grafo, o bien coincido con 
cierto elemento del conjunto U, o bien es adyacente a algún ele- 
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mento de U (respertivamente, es incidente a cierto elemento de U). 
El encubrimiento se lama sin salida si después de la eliminación do 
cualquier elemento, deja de ser encubrimiento. La potencia mínima 
del subconjunto U de los vértices del grafo G, tal que cualquier arista 
del grafo es incidente aunque sea a un vértice de U, de designa por 
о, (G) y se llama número del encubrimiento de los vértices. La potencia 
mínima del subconjunto Y de las aristas del grafo G, tal que cada 
vértice del grafo es incidente aunque sea a una arista de Y, se designa 
por œ (G) y se denomina número del encubrimiento de las aristas del 
grafo G. El conjunto do los vértices (aristas) del grafo G se llama 
independiente si dos elementos suyos cualesquiera son adyacentes. 
Por1Bo (G) (y respectivamente, por В, (G)) se designa la potencia 


RT] 


Fig. 9. 


máxima del conjunto independiente de vértices (aristas) del grafo G. 
El número В, (G) (el número f, (G)) se Паша número de independencias 
por los vértices (aristas) del grafo G. Por dos (G) se designa la potencia 
mínima del subconjunto de vértices 17, tal que cada vértice del grafo G 
que no entra еп U es adyacente aunque sea a un vértice de U, 

24. ¿Son planares los grafos presentados en las fig. 6, a, b, 7, a, 
de 

2.2. ¿Con cuáles n>2 los grafos presentados en la fig. 9, a, b 
son planares? 

.3. Sea Gn = (Vi, Va, X) un grafo dicotiledóneo, 


= (а, а, 

V; = (bi, da, 

X = (Lar за. Ens Yis Ya em es Yns Bis Bor + + + Zah 
donde 


T= (a, bi), i 
и=(а, bin), i=1, n 
и= (0, bisa), 
#л-у==(йа-› bi), Zn= (4а, б). 
Determinar con cuáles п œ> 2 el grafo С es planar. 
2.4.11) ¿Qué número mínimo de aristas hay qua! extraer del cubo B* 
para que el grafo obtenido sea planar? 


2) ¿Qué húmero біпішо de vértices hay que extraor del cubo В* 
para que el grafo' óbtenido sea planar? 
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2.5*. Supongamos que G es un grafo biconexo plano que tiene 
no menos de dos caras interiores. Demostrar que existe tal cadena 
simple, perteneciente a la frontera de la cara exterior, cuya extracción 
lleva a un grafo biconexo plano con menor número de caras. 

Observación. Al extraer una cadena se eliminan todas sus aristas 
y vértices interiores, pero los vértices extremos de la cadena se quedan 
en el grafo. 

2.6. Demostrar por inducción, empleando el resultado del proble- 
ma 2.5, que en un grafo biconexo plano que tenga n vórtices y m 
aristas, el número de las caras interiores es igual a m — n + 4. 

2.7. Demostrar por inducción relacionada con el número de aristas, 
que el número ciclomático E (G) do un pseudografo соп п vértices, 
m aristas y с componentes de conexión ез igual a m — п + c. 

2.8. Hallar, para los grafos presentados en las figs. 5, а; 6, a; 7, a 
el número ciclomático E (G) y seleccionar un sistema de E (G) cielos 
linealmente independientes. 

2.9. Demostrar que en cualquier grafo planar existe un vértico 
de grado no mayor que 5. 

2.10. Domostrar que en cualquier grafo planar que tenga no me- 
nos de cuatro vértices podrán encontrarse por lo menos cuatro vér- 
tices de grado no mayor que 5. 

2.11. Demostrar que si en un grafo conexo planar con n vértices 
y т aristas cada cielo simple contiene no menos de k aristas, enton- 

k(n—2) 
cos т. 

2.12. Un grafo сопохо plano, cada cara del cual, incluyendo tam- 
bién la exterior, está acotada por un ciclo de longitud tres, se deno- 
mina triangulación. 

Mostrar que cualquier triangulación con n>3 vértices tiene 
3n—6 aristas y 2n — 4 caras. 

2.13. Sea £ (б) el grosor del grafo G. Mostrar que: 


ПИСАЧ 


2) Ка. | 5 
з) e> 41. 


2.14%. Demostrar, empleando la fórmula de Euler, que los grafos 
Ko, a y Ks no son planares. 

2.15*. Demostrar que de un grafo biconexo, cuyo número ciclomá- 
tico es E (E > 1), mediante la extracción de una cadena se puede 
obtener un grafo biconexo con un número ciclomático igual a  — 1. 

2.16. Construir un grafo dual al grafo representado en la fig. 5, a. 

2.17. Mostrar que un pseudograío dual a un grafo conexo plano 
es conexo y plano. 

2.18. Mostrar que el número ciclomático de un grafo dual coin- 
cide con el número ciclomático del grafo inicial. 
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2.19. Mostrar que si G tiene un vértice divisorio, entonces G* 
también lo tiene. 

2.20. Mostrar que el pseudografo G*, dual al grafo triconexo 
plano б, no tiene bucles y aristas múltiples. 

2,21. ¿Cuántos grafos biconexos, planos, autoduales, no isomorfos 
de par өп par, con seis vértices, hay? 

2.22. Mostrar que no existen grafos planares sexticonexos. 

2.23. Mostrar que un grafo dual a una triangulación do n vértices 
(n > 3) es un grafo plano cúbico doblemente conexo, 

2.24. 1) Mostrar que un grafo cúbico plano, cuyas caras no tienen 
menos de cinco vértices, contiene doce o más vértices. 

2) Mostrar que si ғ; es el número de caras do un grafo cúbico plano 


acotadas por # aristas, entonces У) (6 — i) ғ, = 12. 
т 


2.25. Hallar los números cromáticos de los grafos representados 
en las figs. 4—8. 

2.26. Hallar los números cromáticos de aristas de los grafos pre- 
sentados en las figs. 3—7. 

2.27. Hallar el número cromático y el número cromático de aristas 

1) del grafo Kn; - 

2) del grafo Kn ni 

3) del grafo Б". 

2.28. ¿Cuántas coloraciones regulares de los vértices dol cubo В 
existen en el númoro mínimo de colores? 

2.29. Mostrar que el número cromático de aristas del grafo do 
Potersen, representado en la fig. 7, a, es igual a cuatro, pero cual- 
quiera de sus subgrafos G con ocho vértices tiene x’ (G)<3. ¿Es 
válida la desigualdad у (6) <3 рага un subgrafo arbitrario propio 
dol grafo de Petersen obienido después de haber extraído un vér- 
tice? 

2.30. Mostrar que para colorear los aristas do cualquier pseudo- 
grafo cúbico son suficientes cuatro colores. 

2.31. Mostrar que las aristas de un grafo cúbico plano se puedon 
colorear con dos colores a y b, de tal manera que cada vértice sea 
incidonte a una arista de color a y a dos de color b. 

2.32. Demostrar que a los vértices de cualquier grafo plano se 
los puedo dar una coloración regular on seis colores. 

2.33. Domostrar por inducción por el número de vértices, que 
para el grafo plano G es válida la desigualdad y (G)<5 

2.34. Construir un grafo plano G con un número mínimo de vér- 
tices, tal que y (G) = 4. 

2.35. Los vértices del grafo G están numerados en orden creciente 
de sus grados. Demostrar que si k es el número mayor, tal que К< 
<d (vr) + 1, entonces y (б)< К. 

2.36. La operación de compresión consisto en la extracción de dos 
vértices adyacentes de un grafo, y en la añadidura de un nuevo vértice 
que será adyacente a aquellos que han quedado y con los que era 
adyacente aunque sea uno de los vértices extraídos. Mostrar que el 
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grafo obtenido al aplicar la operación de compresión a un grafo pla- 
nar, también es planar. 

2.37. Sea 1 la longitud de la cadena simple más larga en ol grato G. 
Mostrar que у (6)<1 + 1. 

2.38. Sea d el grado mayor de todos los vértices del grafo G. 
Mostrar que 

1) 16) Sd +1 

2) y (<d + 1. 

.39. Sca р el número mayor para el que on el grafo G existe un 
subgrafo isomorio al grafo K,. Mostrar que 7 (б) >p. 

2.40, Mostrar que para el grafo G соп т vérlices 

1) Po (G): x (б)<п; 

2) 1 (G)-x% (6) >п. 

2.41. Determinar cuál es el menor т con el que existe un grafo no 
plano de n vértices con un complemento no plano. 

2,42. НаПас el grosor del grafo Къ. 

2.43. Demostrar que para un grafo conexo arbitrario G con n (n> 
> 1) vérticos 

о, (С) + Bo (б) = а (G) + В, (6) = n. 

2.44. 1) Poner un ejemplo que refute la afirmación siguiente: 
cunlquior encubrimiento de vértices contiene el encubrimiento de 
vórtices mínimo, 

2) Demostrar que cualquier encubrimiento de vértices contiene 
el encubrimiento de vértices sin s a. 

2.45. Hallar el número de encubrimientos de aristas mínimos y 
finales: 

1) de una cadena de Jongitud m; 

2) do un ciclo de longitud n; 

3) del grafo de Petersen (fig. 7. a). 

2.46, Demostrar que para cualquier grafo G son válidas las dosi- 
gualdados a (С) >P, (б), a, (6) >P (б). 

2.47. Demostrar que para cualquier grafo G se cumple la desi- 
gualdad ао (G) «С (б). 

2.48. Demostrar o refutar la desigualdad fp (б) <a (б). 

2.49. Supongamos que U < F es cierto subconjunto de vérticos 
del grafo G = (V, X), y у (U) es el número de aquellos vértices 
ос VNU que no son adyacentes a ninguno de los vértices de U. Sea 


1) Mostrar que ао, (6) <k + Ya (б). 
2) Sea do el menor de los grados de los vértices del grafo G. Mostrar 
que 
һа 


% (6)< III (1-7). 
io 
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3) Mostrar que para un grafo regular G de grado d que tenga n 
vértices, 


за (6) <1 +7 +n d). 


2.50. Mostrar que si 2, es el mínimo de los grados de los vértices 
del grafo G, ontonces ay (G) >de. 

2.51.* Si G es un grafo dicotiledóneo y m, el número de sus aristas, 
entonces то, (G)-Bo (G). Mostrar que la igualdad se alcanza sólo 
para los grafos dicotiledónoos completos. 


$ 3. GRAFOS ORIENTADOS 


Un pseudografo orientado D =D (V, X) se determina con la 
presentación de un conjunto no vacío (finito) V у una colección X 
de pares ordenados de elementos de V. Los elementos del conjunto V 
se llaman vértices y los elementos del conjunto X arcos (o aristas 
orientadas) del pseudografo orientado D (V, X). En la colección X 
puedon haber también paros del tipo (v, v) que se denominan bucles 
(o lazos) y pares iguales que se llaman arcos múltiples (o paralelos). 
Los pares (u, v) y (v, u) se consideran iguales solamente en el caso 
оп que и = v, Multigrafo orientado se Пата а un pseudografo orien- 
tado que no contiene bucles. Si en un pseudografo orientado no hay 
ni bucles ni arcos múltiples, entonces éste se Пата grajo orientado 
(o abroviadamente, orgrafo). Grafo dirigido se Пата a un orgrafo tal 
que no tiene pares simótricos de aristas orientadas, o sea que el con- 
junto X no puede contener simultáneamente un arco (и, v) y el arco 
dirigido en sentido contrario (v, u). 

Sea ж == (u, v) un arco de un pscudografo orientado. En éste 
el vórtice u se llama vértice inicial (o comienzo) y v, vértice final (o 
terminación) del arco z; on osto caso también se dice que el arco т 
parte del vértice u y llega al vértice v. Si el vértice v es comienzo 
о final del arco x, entonces so dice que v y z son incidentes. Semigrado 
de comienzo del vértice v (del pseudografo D) se llama al número de 
arcos del pseudografo D que parten del vértice v. El semigrado de 
comienzo dol vértice v se designa por od (v) o d* (и). Analógicamento 
se llama semigrado de llegada del vértice v (designación: id (v) y d” (v)) 
al númoro de arcos del pseudografo que se ponen en el vértice v. 

Sustituyendo cada par ordenado (и, v) de la colección X del 
psoudografo orientado D (V, X) рог un par no orientado (u, v}, 
formado por los mismos elementos u y v, se obtiene el pseudografo 
G = (V, X°) asociado a D (V, X). 

Los pseudografos orientados D, (Уу, Xy) y Da (Vas X) se Патап 
isomorfos si existen dos correspondencias biunívocas q: V,- Ve 
у p: (X, —Xo), tales que para cualquier arco х = (u, v) ЄХ, оз 
válida la relación w (z) = (Ф (и), q (v). La transformación isomorfa 
de un pseudografo orientado a sí mismo se llama automorfismo del 
pseudografo. La totalidad de los automorfismos de un pscudografo 
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orientado forma un grupo con relación a la operación de multipli- 
cación (de cumplimiento sucesivo) de automorfismos. Este grupo se 
llama grupo (de automorfismos) de un pseudografo orientado. 

Las operaciones de extracción de vértices y arcos, así como los con- 
ceptos de subgrafo, subgrafo soporte y subgrafo engendrado se definen 
para los pseudografos orientados en forma semejante a como se hizo 
en los casos de pseudografos no orientados. 

Al definir los conceptos de camino orientado, camino cerrado, cadena, 
ciclo, cadena simple y ciclo simple se exige (a diferencia de la definición 
de los respectivos «conceptos no orientados») que la sucesión (de vér- 
tices y arcos) Vi, 21, Var Zas + > 03 Zn mos Рад En as Va (п >2) satisfaga 
la condición: cada arco =, (1<i<n — 1) tiene la forma (г, +), 
о sca, que el vértice v; es el comienzo del arco z; y el vértice V,+ 
es su final. Se considera que el (u — v)-camino orientado está orien- 
tado desde su primer vértice u hasta su último vértice v. Longitud 
del camino se llama al número de arcos que éste tiene. Distancia 
p (u, v) de un vértice u a otro vértice v se llama la longitud del (u — v)- 
-camino más corto. Á un camino orientado con frecuencia se lo deno- 
mina vía y a un ciclo simple orientado, contorno. 

A una cadena soporte simple orientada se le llama camino hamil- 
toniano (cadena hamiltoniana). Se denomina contorno hamiltoniano 
al contorno soporte de un pseudografo orientado. Si un pseudografo 
orientado contiene un contorno hamiltoniano, entonces el propio 
psoudografo también se Пата hamiltontano. 

Se dice que el vértice v de un pseudografo orientado es accesible 
desde el vértice и si en el pseudografo existe un (и — v)-camino, o sea 
un camino que parte del vértice и y llega al vértice v. 

Un pseudografo orientado se Пата fuertemente conexo (o fuerte) 
si on él cualquier vértice es accesible desde cualquier otro vértice 
suyo. Un pseudografo orientado se llama conexo unilateral (o unilateral) 
si para cualesquiera dos vértices рос lo menos uno es accesible desde 
ol otro. Un pseudografo orientado D (V, X) se Пата débilmente 
conexo (o débil) si el pseudografo (V. X°) asociado a él es conexo. 
Si un pseudografo orientado ni siquiera es débilmente conexo, en- 
tonces se Пата іљсолехо. Un orgrafo trivial, que consta solamente de 
un vértice, se considera (por definición) fuertemente conexo. 

Componente fuerte del orgrafo D se llama a cualquiera do sus 
subgrafos orientados que sea orgrafo fuerte y que no se contenga en 
ningún otro subgrafo orientado fuertemente conexo del orgrafo D. 
Analógicamente, un componente unilateral representa en sí un sub- 
grafo unilateral máximo del orgrafo D, y un componente débil, un 
subgrafo débil máximo. Los conceptos de componente fuerte, unila- 
teral y débil se generalizan en forma natural para el caso de un pseu- 
dografo orientado. 

Sea.y = {5,, Sa, - - ., Sa) el conjunto de todos los componen- 
tos fuertes del orgrato D. Condensación D* del orgrato D se Паша un 
tal orgrafo, cuyo conjunto de vértices es y y el arco (S;, $) estará 
en el orgrafo D* si, y sólo si, en el orgrafo D existe aunque sea un 
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arco que sale de cierto vértice del componente $, y llega a algún vér- 
tice del componente Sy. 

Si D =D (V, X) es un orgralo, entonces el orgrafo inverso a 
él D' se da con el mismo conjunto de vértices V y con un conjunto 
de arcos X’ tal que el arco (и, v) pertenece a X’ si, y sólo si, el arco 
(v, u) pertenece а X. 

El vértice v del orgrafo D se llama fuente si desde él es accesible 
cualquier otro vórtice del orgrafo D. Sumidero del orgraío D se Пата 
todo vértice suyo v que sea fuente en el orgrafo inverso (al orgrafo D) 
D 


Supongamos que D es un orgrafo para el спа) el grafo asociado а 
él es un árbol. Entonces el orgrafo D so Пата árbol creciente, si él 
tiene fuente. Un pseudografo orientado se denomina completo si on 
él cualesquiera dos vértices diferentes se unen aunque sea con un 
arco, 

Torneo se lama a un grafo dir 

Sea D un orgrafo de n vértices j ёч == 
= (Uy, гь... Un). Matriz de adjunción del orgrato D se Паша а la 
(n X n)-matriz А (D) = || a |} en la cual ау = 1 si el arco (vn 
vj) portoneco al orgrafo D y ау = 0 en el caso contrario, Supongamos 
además quo el conjunto de todos los arcos del orgrafo D también 
ostá ordenado: X = (21, £a, ..., Zm). Matriz de incidencia (о 
matriz incidental) dol orgrafo D se Mama a la (n X m)-matriz B (D) = 
= |I bx || en la que 

1 si el vértice v; es final del arco zj, 
biy = 4 —1 si el vértice v; es comienzo del arco zj. 
0 si el vértice ш no сз incidente al arco ту. 


3.1. Rofutar la afirmación: si los semigrados do partida y de legada 
de cualquier vértice do un orgrafo son positivos y paros, entonces para 
cada vértice del orgrafo habrá un contorno que A contenga. 

3.2. Supongamos que el orgrafo D (V, X) es por lo menos débil- 
mente conexo, V = {v,, Va ..-, 0), n>2 y d* (д) — d- (0) = 1, 
de (va) — d- (v) = —1, d* (и) = d° (vj, conj = 3, ..., n. De 
mostrar que entonces en ol orgrafo D existe una (v, — va)-cadena 
orientada, que contiene todos los arcos del orgrafo. 

З.З. Demostrar que un orgrafo ов fuertemonte conexo si, у sólo 
si, еп 6l oxiste un camino cerrado soporte orientado. 

3.4. Demostrar que un orgrafo débil es fuertemente conexo sí, 
y sólo si, en él existo un camino cerrado orientado que contiene cada 
arco dol orgrafo aunque sea una vez. 

3.5. Supongamos que el orgrafo D se puede representar en forma 
do wna unión de ciertos caminos cerrados orientados suyos Dj, 
Da» «+.» Dr (ЕА), que satisfacen la condición: cada dos caminos 
vecinos D; y Dja (1 <]<К — 1) tienen aunque sea un vértice 
común. Demostrar que entonces el orgrafo D es fuertemente conexo. 

3.6. Demostrar que en cualquier torneo hay un camino hamil- 
toniano.} 
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3.7. Demostrar que el torneo 7 es orgrafo fuerte si, y sólo si, Т 
tiono un contorno soporte (o sea que es un torneo hamiltoniano). 
3.8. Sea (y, гу, » - ., Va} el conjunto de los vértices de un torneo. 


Y (п — 4* (op). 


Demostrar que У) (d* (v,))* 
a 


З.З. Supongamos que el vértice v del torneo 7 tiene un semigrado 
do salida no menor que el semigrado de salida de cada uno do los 
otros vértices del torneo. Demostrar que la distancia del vértico v 
a cualquier vértice del torneo no supera a 2. 

3.10*, Designemos рог $ cierto conjunto de arcos del torneo 7. 
Los arcos del conjunto 5 se llaman concordados si se pueden numerar 
los vértices del torneo 7 do tal forma que de la pertenencia del arco 
(о, vj) al conjunto $ se pueda deducir la desigualdad ¿< j. Supon- 
gamos que f (n) es el mayor número entero tal, que cada torneo de n 
vértices (n>3) contiene un conjunto S formado por f (п) arcos con- 
cordados. Demostrar que ¿¡mM>[+]-1 zti ]. 

3,11%. Demostrar que ol número de ciclos orientados do longitúd 3 
en un torneo de n vértices no es mayor que 


n(m) 
e 


si n es impar, 
P=) amaa si nos раг 
—— j 


3.12. Demostrar que el grupo de automorfismos de cualquier tor- 
neo tiene un orden impar (o sea que está formado de un número 
impar de elementos). 

3.13. Mostrar que en la condensación D* do un orgrafo arbitrario 
no hay contornos. 

3.14. Demostrar que el orgrafo D es unilateral si, y sólo si, su 
condensación D* tiene una única cadena soporte orientada. 

3.15. El orgrafo D (Y, X) зе Пата transitivo si de la pertenencia 
de los arcos (u, р) y (v, w) al conjunto X se deduce la pertenencia 
al conjunto X del arco (и, 1). Demostrar que la condensación do 
cualquier torneo es un torneo transitivo. 

3.16. Orgrafo stn contornos se Mama a un orgrafo quo no contiene 
contornos. Demostrar quo en un orgrafo sin contornos existe un vér- 
tico con un semigrado de salida nulo. 

3.17. Demostrar que un orgrafo es isomorío en su condensación 

‚ y sólo si, 61 no tiene contornos. 

3.18. Sea el orgrafo D débilmente conexo, pero no unilateral. 
Demostrar que en D no existe tal vértice que oxtrayéndoselo le con- 
vierte en un orgrafo fuerte. 

3.19. Demostrar quo un orgralo débil es árbol creciente si, y sólo 
si, únicamente uno de sus vértices tieno un semigrado de llegada nulo 
y el semigrado do llegada de los demás vértices es igual a 1. 

3.20. Sca 5, un grupo de sustituciones simétrico aplicado al 
conjunto (1, 2, ..., л}, n>2. Examinemos la unión arbitraria T 
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de las transposiciones del grupo Sn- А! conjunto 7' se le puede cotejar 
el orgrafo D (V, Xy) que tiene V = (1, 2, .... n} y el arco (ù, j) 
pertenece a Х г sólo en el caso en que ¿< j y la transposición (ij) 
se contiene en el conjunto Т. Demostrar que el conjunto 7 forma 
una base en S, (o con otras palabras, el conjunto T es un sistema 
irreducible de generatrices del grupo Sn) si, y sólo si, el -orgrafo 
D (V, Xy) es un árbol creciente. 

3,21. Demostrar que un orgrafo completo fuertemente conexo 
es hamiltoniano. 

3.22, Mostrar que en orgrafo completo hay fuente, 

3.23. Convencerse de que cualquier torneo transitivo tiene un 
solo camino hamiltoniano, 

3.24. Domostrar que en cada torneo el número de todos los dife- 
rentes caminos hamiltonianos es impar. 

3.25. Supongamos que un orgrafo completo fuertemente conexo 
tiene n vértices (n>3). Demostrar que con cualquier valor de 
k(3<k<n) para todo vértice del orgrafo habrá un contorno de 
longitud k que contiene este vértice, 

3.26. Sen D (V, X) un orgrafo completo fuertemente conoxo que 
tieno | V |>4. Mostrar que en el orgrafo D existen dos vértices dife- 
rentos by y о, que satisfacen la condición: los orgrafos D, у D, que 
se obtienen del orgrafo D después de la extracción de los vórtices vy 
y Uy (respectivamente) son fuertemente conexos. 

3.27. Por A? se designa la matriz de la contigüidad de g-ósimo 
grado А (D) = || a; 11 dol orgrafo D. Demostrar que el (i, 7)-ésimo 
elemonto а{2) de la matriz A? es igual al número de todos los (v; — 
—»v)-caminos de longitud q (en el orgrafo D). 

3.28. Sea B la matriz do incidencias del orgrafo D (V, X). Mos- 
trar que el subconjunto X, de arcos del orgrafo D (X, © X) genera 
un ciclo simple (que puede no ser orientado) si, y sólo si, el conjunto 
de las сојитпаѕ (de la matriz B) que corresponden a estos arcos es 
linealmente dependiente y cualquier subconjunto suyo propio no 
tiene esta propiedad. 

3.29. Demostrar que un determinante de cualquier submatriz 
cuadrada de la matriz de incidencias B (D) del orgrafo D es igual 
a0, a -H, о bion a —t. 

3.30. Sea B la matriz de las incidencias de un orgrafo débilmente 
conexo de n vértices D y sea la matriz B obtenida de B eliminando 
cualquier (una) fila. Demostrar que existe una correspondencia biu- 
nívoca entre diferentes!) árboles orientados del orgrafo D (conside- 
tados como subgrafos orientados del orgrafo D) y las submatrices no 
degoneradas dol orden л — 1 de la matriz B. 

3.31. Supongamos que la matriz Ў es la submatriz de la matriz 
de las incidencias B del orgrafo débilmente conexo D que fue des- 
crita en el problema anterior. Por B’ se designa la matriz transpuesta 


1) Aquí se considora que los dos árboles son diferentes, si son orientados no 
Isomorfos con los vértices marcados (numerados). 
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a Ја matriz Ë. Demostrar que el número de diferentes árboles orien- 
tados que hay en el orgrafo D es igual al valor del determinante de 
la matriz B-B'. 


$ 4. ARBOLES 
Y REDES BIPOLARES 


El pseudografo G = (V, X) еп el que se han seleccionado k 
vértices, llamados polos, se denomina red k-polar. El pseudografo G 
se Патага grafo correspondiente a la red k-polar. La гей Г con el 
conjunto de polos Р y el grafo G (V, X) se designará por (Р; V, X). 
Dos redes k-polares son ¿somorfas si sus grafos son isomorfos y al 
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Fig. 10. 


mismo tiempo los polos de una red mutua y unívocamente corres- 
ponden a los polos de la otra. Una red unipolar, cuyo grafo es un árbol, 
se llama árbol radical. El único polo de tal red se llama raíz. Arbol 
radical plano se llama a la representación del grafo еп un plano. Este 
concepto se puede definir por inducción de la manera siguiente. 
La red representada en la fig. 10, a, es un árbol radical plano. Si A 
y B (véase la fig. 10, b) son árboles radicales planos, entoncos las 
figuras C, D, E (tig. 10, c, d) también son árboles radicales planos. 
Consideraremos que un árbol radical plano arbitrario se representa 
en el plano con un corte, que es una semirecta que sale do la raíz 
(véase fig. 10, e). Aquí so puede suponer que las aristas incidentes a la 
raíz están numeradas en el sentido del giro de las agujas del reloj 
соп los números 1, ..., m, donde т es ol grado do la raíz. Si se 
extrae de este árbol radical plano la arista de número i, entonces se 
obtendrá un grafo con dos componentes de conexión. A aquel de los 
componentes que no contieno raíz le llamaremos ¿-ósima rama del 
árbol radical inicial. La raíz de la ma rama se considerará el 
vértice incidente а la ¿-ésima arista (en el árbol inicial). Dosignaro- 
mos рог de (A) el grado de la raíz de un árbol radical arbitrario A. 
Los árbolesradicales planos A у В se llaman iguales si bien de (А) = 
= de (B) = 0, o bien d (4) = do (В) = т2> 0 y para cualquier 
i = 1, m las i-ésimas ramas de los árboles A y B son iguales. Dos 
árboles que no son iguales se llaman diferentes. Así que los árbolos D 
y E (véase la fig. 10, d) son diferentes si los árboles A y B (véase 
la fig. 10, b) son diferentes. A, cada árbol radical plano Т con т 
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aristas se le puede unívocamente cotejar un vector binario de longi- 
tud 2m llamado código del árbol. A un árbol con una arista se le cotoja 
el vector 01. Si a los árboles A y B (fig. 10, b) se les cotojan los vec- 
tores ú y P respectivamente, entonces al árbol C (fig. 10, с) se le 
coteja el vector 021 y а los árboles D y Æ (fig. 10, d), los vectores ар 
y Po. 

A continuación. si no se menciona lo contrario, por red se enten- 
dorá una red de dos polos. La red Г ((a, 5); V, X) se designará abre- 
viadamento por Г (a, Б). Subgrafo de esta red se llamará a un sub- 
grafo dol grafo (V, X). А un vértice del subgrafo no trivial G de la 
red Г so lo llama de frontera si él, o bien es un polo, o bien es inci- 
donte a cierta arista de la red que no pertenece al subgrafo G. Un 
subgrafo no trivial de una red se llama ramificación (derivación) si 
poseo el único vértice de frontera. Subred de una red de dos polos se 
llama a su subgrafo que tiene exactamente dos vértices de frontera. 
Estos vértices son los polos de la subred. Una red se llama conexa 
si su grafo es conexo. Trivial se llama a una red (o subred) conexa 
que tiene una arista. Una red conexa se llama fuertemente coneza 
si por cada arista pasa una cadena simple que une los polos de Ja red. 
Una red fuertemente conexa se llama descomponible si ella posee 
aunque sea una subred no trivial. En el caso contrario so denomina 
indescomponible. Supongamos que Г (а, b) es una red descomponible, 
G (с, d) es su subred no trivial y Гу (a, b) es la red obtenida de Г (a, 
b) mediante la sustitución de la subred G (c, d) por la arista (с, d). 
Entonces a su vez la red Г (a, b) puede ser obtenida mediante la sus- 
titución de la arista (с, d) de Ја red Г, (a, b) por la red G (e, d). 
De esta manero, la red descomponible Г (a, b) puede ser represen- 
tada por medio de la red Г, (a, 5), la arista (с, d) de Ja red Г, (а, b) 
y la red G (a, b). Tal representación se Јата descomposición de la red 
Г (a, b). La red T, (a, b) se Пата red exterior y la red G (c, d), 
red interior de la descomposición. La red T (a, b) se lama superposición 
de las redes Ту (a, b) y G (с, d). Una red formada de m aristas parale- 
las que unen los polos а, b se designa por ГЎ, (a, b) o, abreviadamente, 
por Го. Una red cuyo grafo os una cadena simple do longitud m 
y que une los polos а, b se designa por Г}, (a, b) o, abreviadamente 
por, Th. La red quo puede ser obtenida de las redos Г? y Г; medianto la 
aplicación de un número finito de operaciones de sustitución de una 
arista por una red, se Пата red paralelasecuencial o abreviadamente 
л-той. Una red indescomponible y no trivial Г (a, b), diferente de 
T? (a, b) y do T$ (a, b) se Пата H-red. 

Una red descomponible se llama p-descomponible (o respectiva- 
mento s-descomponible) si cierta red oxterior de descomposición tiene 
Ja forma de Г?, (o respectivamente de Г), m > 2. Si cierta red exte- 
rior de descomposición de la red Г es una /f-red, entonces T se Пата 
H-descomponible. Es válida la afirmación de que toda red descom- 
ponible es p-, s, о bien H-descomponible. Una p-descomposición 
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en la que las redes interiores de descomposición son diferentes de 
las redes dol tipo T? que son p-descomponibles, se llama p-descom- 
posición canónica de una red. De manera semejante se define la 
s-descomposición canónica. Una descomposición cuya red exterior es 
una H-red ве Mama H-descomposición canónica. А cada n-red T con m> 
>1 aristas se le puede cotejar un árbol radical plano 7 (T) con m 
vértices colgantes, Lal que: a) cada vértice del árbol 7 (Г), diferente 
de uno colgante, esté marcado con uno de los signos р o з; b) en cada 
red que va desde la raíz hasta un vértice colgante las marcas p y $ 


ш 


A 


0) 


Fig. 11. 


se altornan; с) los vérticos diferentes de la raíz tienen un grado no 
igual a dos. Los vértices colgantes del árbol 7 (T) no están marcados, 
Él árbol 7 (Г) se define por inducción. Si Г tiene el tipo Г?, (o Ге), 
entonces 7' (Г) ез un árbol cuya raíz está marcada con el símbolo р 
(respectivamente, con el símbolo s) y los demás m vértices son col- 
gantes, adjuntos a Ja raíz y no tienen marcas. Si la red T es descom- 
ponible y diferente de las redes del tipo indicado, la red exterior de 
descomposición tiene la forma TZ (o PA) y las redes interiores son 
бу. бу... Gp, entonces el árbol 7 (Г) so construyo de la manera 
siguiente. Supongamos que 7 (Gi), T (Ga), ..., 7 (Gr) son los 
árboles que corresponden a las redes interiores de descomposición. 
Entonces en calidad de raíz 7 (Г) so toma el vértice de grado /: mar- 
cado con el símbolo p (respectivamente con el símbolo s). Los vérlices 
adjuntos a la raíz se marcan con el símbolo s (respectivamente con 
el símbolo р). Los vértices рү, г, - . ., Va adjuntos a la raíz se iden- 
lifican con las raíces de los árboles 7 (Gi), T (Ga). .... 7 (Gr). 
Por ejemplo, 1а л-гей representada en la fig. 11, а corresponde al 
árbol representado en la fig. 14, b. El árbol 7 (Т) se lama diagrama 
de la descomposición canónica de la a-red Г. Observemos que si la 
red exterior de descomposición de la red Г tiene Ја forma Г} («, b) 
y las aristas (a, ш), (ш. Us), .... (иад. б) se sustituyen por 
las redes interiores G, (a, ш), Ga (ш, ua), . . + Gr (ика, В) T 
pectivamente, entonces en el árbol 7 (Г) los vérticos AA 
identificados con las raíces do los árboles radicales planos 7 (65, 
Т (G), ..., T (Gh) se suceden uno a otro de izquierda а derecha 
en el orden creciente de los números. Así que el árbol 7 (1”) repre- 
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sentado сп la fig. 12, b es el diagrama de la descomposición canónica 
de la red T” (fig. 12, а), poro по es el diagrama de la red Г (véase 
la lig. 44, a). 

їп vértice de la red diferento de un polo se Пата interior. El vér- 
tice р depende йе] vértice и si cualquier cadena simple que une los 
polos y pasa рог v, también pasa рог u. Los vértices v у и son equi- 
valentes si v depende de u y u depende de v. El vértice v es más débil 
que el vértice и y el vértice u es más fuerte que el vértice v si v de- 
pende de u pero no es equivalente a él. El vértico v sa llama mínimo 
si no es más débil quo ningún otro vértice interior de la red. En lo 
sucesivo se llamará cadena de la red a una cadena simple que une los 
polos de la red. En los casos on los que el término «cadena» se emplee 
on otro sentido cso se mencionará especialmente, А una cadena de 
la ved se la lama la más corta si tione la menor longitud posible. 


Г) 


(Г) 
с АТ 
а) 5» 
Fig. 12. 


Longitud de la red se Пата a la longitud de su cadena más corta. 
Corte se llama al conjunto de aristas cuya extracción destruye todas 
las cadenas. El corte se Мата sin salida si no tiene ningún subcon- 
junto que sea corte. El corto se llama mínimo si tiene el menor nú- 
moro posible de aristas. El número de aristas de un corte mínimo 
se llama ancho de la red. 

4.1. Sea G un grafo con n>2 vértices, Demostrar la equivalen- 
cia de las afirmacionos siguientes: 

4) G es un grafo conexo con п — 1 aristas. 

2) G es un grafo conexo pero después de Ja extracción de cualquier 
arista se hace іпсопехо. 

3) Cualquier par de vértices diferentes del grafo G está unido 
por una cadena única. 

4) G es un grafo sin ciclos pero si se añade una arista que una a 
cualesquiera dos vértices eso lleva a la aparición de un ciclo. 

4.2. Demostrar que en cualquier árbol соп n>2 vértices hay 
no monos de dos vértices colgantes. 

4.3. Demostrar que si en un grafo no trivial G el número de vér- 
tices colgantes es igual al número de aristas, entonces, o bien G es 
inconexo, o bien es árbol. 
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4.4. Supongamos quo F (G) = (H,, Ha, ..., Ha} es una fami- 
lia de grafos en la cual el grafo H; ha. sido obtenido del grafo de n 
vértices G mediante la extracción del vértice con el número ї (¿=1, n). 
En los grafos H; los vértices no ostán marcados. Demostrar quo: 

4) por la familia Ё (С) se puede aclarar si es el grafo G un árbol; 

2) si б es árbol, entonces por F (G) se puede univocamente (con 
una exactitud hasta el isomorfismo) reconstruir G. 

4.5. Se llama intersección de dos grafos G y Н al grafo С fH, 
todos los vértices y aristas del cual pertenecen tanto a G como a H. 
Mostrar que una intersección no vacía de dos subárboles de un árbol, 
es árbol. 

Soa ро (v, u) la distancia entre los vérticos v y u en el grafo 
G = (V; X). El vértice ио, para el cual 


á. , v) = mín má: so), 
MÁX Po (ш v) аш жир (о, v) 


se lama centro del grafo y el número R (G) = máx Pa (Lo, v) se 
5 


Пата radio del grafo. 

4.6. 1) Hallar cl número de contros on el grafo 

a) G (véase la fig. 6, a); 

b) 6 (убаво la fig. 6, b); 

с) G > 

2) faai que en cualquier árbol hay no más de dos centros, 
4.7. Demostrar que un árbol tiene un contro único en el caso do 
que su diámetro sea número par y tiene dos centros cuando el diá- 
metro es número impar. 

4.8. 1) Sean D (G) el diámetro y R (G) el radio del grafo G. Mos- 
trar que R (G)<D(G)<2R (б). 

2) Mostrar que si G es un árbol, entonces R (G) = | 29]. 


3) Poner el ejemplo de un grafo G para el cual R (G) = D (G). 

4.9*. Demostrar que un árbol-se reconstruye univocamente con 
una exactitud hasta ol isomorfismo, si se dan de par on par las distan- 
cias entre sus vértices colgantes. 

4.40. Mostrar que en un árbol con un diámetro impar cualesquiera 
dos cadenas simples de longitud máxima tienen aunquo sea una arista 
común. 

4.11. Arbol infinito se llamará a un grafo con un conjunto nume- 
rable do vértices que satisface la condición siguiente: para cualesquie- 
ra dos vértices и, v del grafo existe una única (и — 1)-cadena simple 
y la longitud de esta cadena es finita. Demostrar que si el grado de 
cada vértice de un árbol infinito es finito, entonces para todo vér- 
tice oxiste una cadena simple de longitud infinita que contiene a este 
vértice.: 

4.12. Sea Р = (bj, Va ...} una cadena simple infinita. Sea 
G = K, X P. ¿Cuál será la potencia del conjunto de todos los árbo- 
les soportes del grafo G? 


80507 113 


Supongamos que С = (V, X) es un multigrafo con un conjunto 
de vértices V == (y, Var - - -, Va} у M (G) = а, || өз una matriz 
cuadrada de un orden л, en la que 


d(v) con i=j; 
a3=% —1 con ij, (vv) EX; 
0 con ij, (nv) X. 


So sabe [33] que el número de diferentes árboles soportes de par en 
par del grafo es igual al menor de cualquiera de los elementos de 
la diagonal principal de la matriz M (G). 

4.43. Hallar el número de árboles soportes de los grafos repre- 
sentados en las figs. 4, a, b; 8, a, b, habiendo numerado los vérti- 
ces de estos grafos anticipadamente. 

Aik: ¿Cuál es el número cromático de un árbol con n>2 vér- 
tices 

4.15. ¿Es cierto que si el diámetro de un grafo G es igual a k (k > 
> 2), entonces existe un árbol soporte cuyo diámetro es А? 

6. Demostrar que siempre que n>3 el número de árboles 
radicales isomorfos de par en par con п vértices, supera өп no menos 


Үе 


Fig. 13. 


de dos veces al número de árboles no isomorfos de par en раг con n 
vértices que no tienen raíz. 

4.17. Supongamos que un árbol radical con n (n>2) vértices 
colgantes no tiene vértices de grado 2 diferentes de la raíz. Mostrar 
que el númoro total de los vértices del árbol no es mayor que 2л — 1. 

4.18. Construir los códigos de los árboles radicales planos repre- 
sentados en la fig. 13, a, b. 

4,19. Por el código а dado construir un árbol radical plano, 

4) & = (001010011011); 

2) а = (0100011001101011); 

3) @ = (0001010110011011). 

4.20. 1) Aclarar cuantos árboles con cuatro aristas que sean radi- 
cales y no isomorfos de par en par existen. 
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2) ¿Cuántos árboles radicales planos con cuatro aristas dife- 
rentes de par en par existen? 


4.21. Dividir el conjunto de vectores {91, Lg, La, 94, 25) өп clases 
de equivalencia de tal manera, que los vectores de una clase sean 
códigos de los árboles isomorfos de par еп par siguientes: 


ы = (0010101101), а, = (0100101104), 
Ty = (0101001011); аа = (0100101011), 
as = (0010110101). 


4.22. Demostrar que el código % = (01, 03, .. ., Gan) de un 
árbol radical plano con л aristas tiene las siguientes propiedades: 


2n 
1) La =n; 
a 
, 2) para cualquier k(1<E<2m) es válido 1а desigualdad 
<ю. 


4.23. Mostrar que cualquier vector binario œ de longitud 2л, 
que satisfaco las condiciones 1) y 2) del problema anterior, es el 
código de un grafo radical plano con п aristas. 

4.24, 1) Mostrar que para el número y (n) de los vectores & € B?" 


que satisfacen las condiciones 1), 2) del problema 4.22, es válida 
la relación recurrente 


рп) = Y v(—1) (9—0), donde y (0) =p (1) =1. 


2*) Hallar la expresión analítica de % (л). 

4.25. Supongamos que G es un grafo plano conexo. Partiendo de 
cierto vértice v, perteneciente a una cara exterior, recorreremos esta 
frontera de tal forma que ella constantemente se encuentre a la de- 
recha según la dirección del recorrido. En cierto momento de nuevo 
llegaremos al vértice inicial v. El recorrido continuará si quedan 
aristas que no se han pasado, incidentes al vértice v y pertenecientes 
a la frontera de la cara exterior. En el caso contrario el recorrido se 
termina. 

1) Demostrar que G es un árbol si, y sólo si, durante el recorrido 
cada arista se pasa dos veces. 

2) Supongamos que G es un árbol con la raíz v. De acuerdo con 
el recorrido descrito anteriormente, al árbol se le puede cotejar un 
vector binario. Pasando sucesivamente una arista tras otra, al reco- 
rrer la arista de turno anotaremos © si pasamos por ésta la primera 
vez y 1 si pasamos la segunda vez. Mostrar que el vector obtenido de 
esta manera es el código del árbol G. 

4.26. Supongamos que G es un grafo con n vértices y m aristas. 
El grafo se llama compensado si ningún subgrafo suyo tiene vértices 
de un grado mayor que 2m/n. 

1) Demostrar que un árbol con л > 2 es un grafo no compensado, 
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2) Poner el ejemplo de un grafo compensado en el que т = n + 3. 

4.27. Sca G un grafo, a cada arista del cual se le ha inscrito un 
peso que es un número real no negativo. Se llama peso del subgrafo 
del grafo G a la suma de los pesos de las aristas de este subgrafo. 
Se llama árbol recubriente mínimo del grafo G al árbol soporte del 
mismo, que tenga un peso mínimo, Demostrar que se puede obtener 
un árbol recubriente mínimo empleando el algoritmo siguiente. 
En el primer paso del algoritmo se selecciona la arista de menor peso. 
Después en ol paso sucesivo se selecciona la arista que tenga el peso 
menor entre todas las aristas que no formen ciclo con las aristas selec- 
cionadas anteriormente. El algoritmo termina su funcionamiento si 
ya no oxiste una tal arista. 

4.28. ¿Es justo que cualquier subred de una red fuertemente conexa 
es fuertemente conexa? 

4.29. Supongamos que en una red conexa hay una única ramifi- 
cación con К vértices que no se contieno en otra derivación con un 
número mayor de vértices. Mostrar que es suficiente trazar k — 1 
aristas complementarias para hacer la red fuertemente conexa, ¿Se 
puede siempre hacer lo mismo con menor número de aristas comple- 
mentarias? 

4.30. ¿Es cierto que para cualesquiera n у m (m>n>3) exis- 
ten redes descomponibles con п vértices y m aristas? 

4.31. ¿Es cierto que un grafo fuertemente conoxo es 2-conexo? 

4.32. ¿Es cierto que si se seleccionan en un grafo cúbico 2-conexo 
arbitrario dos vértices no adyacentes en calidad de polos, entonces 
so obtendrá una red indescomponiblo? 

4.33. ¿Cuántas redes indescomponibles no isomorfas de par en 
par so pueden obtener seleccionando en un cubo n-dimensional dos 
vértices en calidad de polos? 

4.34. 1) Mostrar que si una red indescomponible tiene n > 2 
vértices y m aristas, entonces 


3n<2m + 2<n (n — 1). 
2) Mostrar quo para cualesquiera m y n, tales que m > п — 1, 


п > 4 existe una red indescomponible con n vértices y m aristas. 

4.35. Para Jas redes reprosentadas en la fig. 14, a, b. с, 

4) determinar el tipo de descomposición; 

2) hallar las redes exteriores de la descomposición canónica. 

4.36. Sea T la red representada en la fig. 15. 

4) Indicar todos los vértices minimales de la red. 

2) Dividir todos los vértices interiores de la red en clases for- 
madas de vértices equivalentes de par en par. 

3) Comprobar si existe en esta red un vértice que sea más débil 
que todos los demás. 

4,37. Demostrar que para cada vértice v de una red fuertemente 
conexa, existe una cadena que contiene todos los vértices más fuertes 
que: él о equivalentes a él. 
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4.88. Supongamos que S (Г) es el conjunto de tales vértices v 
de la red Г que no son mínimos. 

1) ¿Es cierto que si T es una red H-descomponible sin aristas múl- 
tiples, entonces después de la unión de cada vértice vES (Г) por las 
aristas con cada uno de aquellos polos a los cuales v es no adyacente 
resultará una red indescomponible? 

2) ¿Es suficiente para obtener una red indescomponible unir cada 
vértice v de S (Г) exactamente con uno de aquellos polos a los cuales v 
по ов adjunta? 

4.39. 1) Mostrar que todo vértice divisorio es mínimo, 

2) Mostrar que todo vértice adjunto a ambos polos es mínimo. 


1 
o, b) 


а í 72 


д 
Fig. 14. Fig. 15. 


4.40. Sean todos los vórtices de la red fuertemonto conexa Г 
mínimos. 

4) Aclarar si la red T puede sor: 

a) p-descomponible; 
b) s-descomponible 
c) If-descomponible. 

2) Supongamos que la red Г es s-descomponible. Mostrar que 
cada vértice interior es divisor. 

3) Supongamos que la red Г es H-descomponible. Comprobar si 
alguna de sus redes interiores puede ser: 

a) Hered; 
b) red H-descomponible; 
с) red diferente de las redes TẸ, (m>1). 

4.41. Supongamos que la red fuertemente conexa Г quo tiene 8 
aristas no es ni р-, ni s-descomponible y no tiene subredes del tipo 
Th. Dh (т > 1). Mostrar que Г es una red indescomponiblo. 

4.42. Sea G = (Vi, Va, X) un grafo conexo bipolar еп ol que 
el grado de cada vértice es mayor o igual a 2. Mostrar que si se cons- 
truye una red [ (a, b), uniendo con arista el polo a con cada vér- 
tice del conjunto V,, y el polo b, con cada vértice del conjunto Va, 
entonces esta red resultará una Агей. 

4.43. ¿Existe una red p-descomponiblo en la que cualquier subred 
que tenga no menos do tres aristas es p-descomponible? 
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4.4%. Construir los diagramas de la descomposición canónica 
para cada una de las redes representadas en la fig. 16, a, b. 

4.45. Construir л-гейез que tengan los diagramas de la descom- 
posición canónica como los representados en la fig. 17, a, b. 

4.46. Demostrar que si las л-гейез Г, y Г, по son isomorfas, 
entonces tienen diferentes diagramas de descomposición canónica. 

4.47. Supongamos que А y B son dos cadenas de la red F (a, b), 
que el vértice u pertenece a la cadena А pero no pertenece a la cadena 
В y que el vértice v pertenece a la cadena B pero no pertenece a la A. 
Supongamos además quo [и, v] es una cadena simple que une u y v, 


а) 5) 


Fig. 16. 


y no se cruza con las cadenas А у В en ningún sitio excepto en sus 
extremos. 

1) Demostrar que existen por lo menos dos cadenas de la red Г 
cuyos vértices pertenecen a la unión do las cadenas А, В y lu, v), 


2) 


Fig. 17. 


y que contienen la cadena (и, vl. ¿Es qué existen siempre aunque 
sea tres cadenas así? 

2) Mostrar que si las cadenas A y B tienen vértices interiores 
comunes pero no tienen aristas comunes, entonces existen no menos 
de cuatro cadenas de Ja red que se contienen en la unión de las cade- 
nas A, В y lu, vì, que satisfacen las condiciones del punto 1). 

4.48. Demostrar la equivalencia de las dos definiciones siguien- 
tes de л-гей: 

4) La red Г (а, b) se llama л-тей si se pueden orientar sus aristas 
de tal manera que en cada cadena simple que une los polos a y b, 
todas las aristas estén dirigidas de a hacia b. 
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2) n-redes se llaman aquéllas y solamente aquéllas redes que se 
obtienen con el siguiente proceso inductivo: 

a) Las redes Г? y Г; (fig. 18, a) son л-гейез. 

b) Si las redes A у B (fig. 18, b) son л-гейдез, entonces las redes 
representadas en la fig. 18, с son a-rodes. 

4,49. Mostrar que entre todas las a-redes con m (т > 4) aristas, 
el mayor número de cadenas más cortas tienen redes s-descomponibles, 

4.50. 1) Indicar el tipo de л-гейев que tienen el número máximo 
de cadenas simples que unen los polos. 


«e LEP LA 
«2 С Еу 1 
c) 


а) 5 
Fig. 18, 


2) Indicar el tipo de л-тейез que tienen el mayor número de 
cortes sin salida. 


4.51. Sea q (т) el mayor número de cadenas de una л-гей соп т 
aristas. Mostrar que: 


1) фи) = 1; 

2) Ф (3n) = 3" (n >41); 

3) Фф (3n +1) = 4.3" (n>1); 
4) q (3n + 2) = 2.3" (n>1). 


4.52. ¿Es cierto que entre todas las redes con m aristas son las 
s-redes las que tienen el mayor número de cadenas simples? 

4.53. Para cada n>5 indicar la H-red con n vértices quo tiene 
el número máximo de cadenas que unen los polos. Contar para cada 
k(1<k< п) el número de cadenas de longitud % entro los polos. 

4.54. Mostrar que para una red con m aristas que tiene una longi- 
tud Гу una anchura £ es válida la desigualdad m>1-£. 

4.55. Demostrar que on una л-ге la intersección de cualquier 
cadena simple entre los polos y cualquier sección sin salida contiene 
exactamente una arista. 

4.56*. El conjunto de las cadenas de la red Г se Пата determi- 
nante para el vértice v si la intersección de los conjuntos de los vér- 
tices interiores de estas cadenas es {v}. Demostrar o refutar la sigui- 
ente afirmación: para que una red sin aristas múltiples, que no es 
p-descomponible sea indescomponible, es necesario y suficiente que 
para cualquier vértico interior exista un conjunto determinante de 
cadenas. 

4.57. Demostrar la afirmación siguiente. Para que a una red 
descomponible Г, mediante la añadidura de aristas, se la pueda 


1149 


hacer descomponible, es necesario y suficiente que Г no tenga aristas 
múltiples y tenga por lo menos cuatro vértices. 

4.58. Construir una red descomponible con el menor número 
de aristas y el número n (n>4) de vértices, que no se pueda hacer 
descomponible mediante ma sustitución sucesiva de subredes del 
tipo Г} y T} por aristas. 


$ 5. EVALUACIONES EN LA TEORIA 
DE LOS GRAFOS Y REDES 


So Паша marcado (o numerado) un grafo (orgrafo, pseudografo, 
etc.) a cuyos vértices les han inscrito marcas (números). Por Y 
designaremos la totalidad de los grafos de n vértices (abreviada- 
mente n-grafos) en cada uno de los cuales los vértices están numera- 
dos con 1, 2, ..., n. Por Fn, m designaremos el subconjunto de 
todos los grafos de $, cada uno do los cuales tiene exactamente т 
aristas. Un grafo con n vértices у m aristas se llamará abreviada- 
mento (n, m)-grafo. Los grafos G y H de Ӯ, se consideran diferentes 
si oxiston dos vértices j y Je adyacentes en nno de los grafos pero no 
en el otro. 

Supongamos que qn (P) es la designación del número do todos 
los grafos do 9, que poseen la propiedad Р. Se dice que casi todos 


los n-grafos poseen la propiedad P si lím PD 4. Sea т = тп) 
oi 

una función en números enteros по negativa у Ф, m (Р) el número 

do todos los grafos de $, „ que poseen la propiedad P. So dice 


que cast todos los (п, m(n)-grafos poseen la propiedad P si 
Фо. т(Р) g 
p=1. 


Jm 
neo | Sn. m 

El grupo de automorfismos del цгаїо С (o abreviadamente grupo 
del grafo G) represonta en sí ol conjunto de todos los automorfismos 
del grafo G con la operación corriente de multiplicación (de cumpli- 
miento consecutivo) de los automorfismos. El grupo del grafo G 
se designa por Г (G). Analógicamento se define el grupo del pseudo- 
grafo (del orgrafo, etc.). El grupo del grafo de n vértices general- 
mente se identifica соп el subgrupo del grupo simétrico 5, isomorfo 
a él. 

Si л os una sustitución determinada sobre un conjunto de n ele- 
mentos, entonces se la puede descomponer en el producto de los 
ciclos no intersecados. Supongamos que por ja (л), 1<k<n se 
dosigna el númoro de ciclos de longitud К on la sustitución л al 
descomponerse en ciclos que no se intersecan. La colección (j) = 
= a Jas «<=» În), donde ja = ja (л) se llama vector de la estruc- 
tura cíclica de la sustitución n. Si A es cierto grupo de sustituciones 
de n-ésimo grado, entonces la expresión 


Я y ч Пр илас? 
ааль 19141 Ш 
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se llama índice cíclico del grupo A y abreviadamente se designa por 
Z (А). Aquí 4, ia - - -» tn son las así llamadas variables formales. 

Sea А un grupo de sustituciones aplicado al conjunto M. Los 
elementos b; y ba de M se llaman A-equivalentes si existe una susti- 
tución л € А que transforma uno de estos elementos en otro, o sea 
n (Бу) == b, o x (by) = by. El conjunto M so divide con la relación 
de A-equivalencia en clases que no se intersecan y se llaman órbitas. 
Es válida la afirmación siguiente. 

Lema (Burnside). El número de órbitas N (A) en el conjunto М, 
determinadas por el grupo A, se da con la igualdad 


N (Ау= | Ас! 3 л (а). 
nen 


Supongamos que sobre el conjunto M, se aplica el grupo de susti- 
tuciones А y sobre el conjunto Ma, el grupo de sustituciones В. 
El grupo exponencial B^ está formado por elementos de todos los 
géneros del tipo (2; о); donde л € A, с € В; y actúa este grupo sobre 
el conjunto M3" (de todas las funciones que aplican M, en M,) de 
acuerdo a la regla siguiente:, (л; о) / (а) = о (f (л (2) para cual- 
quier función / (х) de М2". Supondromos que el conjunto M, 
es finito, el conjunto M, по más quo numerable y | My {222 (k = 
= 1, 2). Sea ш: М, —(0, 1, 2, .. .) una función do ponderación 
dada en el conjunto M, y que satisface la condición: con cualquier 
1=0,1,2, ... la potencia c; del subconjunto de todos los ole- 
mentos de Ma, que tienen un peso ï, os finita). La función genera- 


triz са) = Зен se llama serie enumeradora para las figuras, El 


peso de la función } del conjunto Mi” se determina con ayuda de la 
igualdad w (f) = Qe (f (b)). Si el grupo B es igual al grupo unitario 


E, que actúa sobre” el conjunto Ma, entonces el резо w (F) de la 
órbita F en el conjunto мм 1 doterminado рог ol grupo Е“ es igual al 
peso de cualquier función f de la órbita F. El número C; de las órbi- 
tas de peso?) i en el conjunto ЛГА! es finito con cualquier ¿2>0. 


La función generadora С (х) = У Cız‘ se llama serie enumeradora: 
& 


para las funciones (o serie enumeradora para las configuraciones). 
Es válida la siguiente afirmación. 
Teorema (Polya). 


C (а) = Z (A; e (z), с (09), -a c(0), 


1) Con frecuencia so dice que c; es el número do figuras de peso i» (en el con- 
junto My). 
3) "Aveces a C; so lo denomina número de «configuraciones de peso i» en el 


conjunto МЎ". 
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donde n es el número de elementos en el conjunto M, (el grado del eo 

po A) y с(2®) se sustituye en el índice cíclico Z (A; t, ta, ..-, 

sólo en los lugares de todas las entradas de las variables ta (1<k 25 
5.1. Mostrar que 


213.120; D 13, (5). 


5.2, 1) Hallar el no de diferentes torneos con n vértices, 
enumerados con 1, 2, . 

2) Hallar el número de. ларына orientados con n vértices 
numerados y m arcos. 

5.3. 1) Mostrar que el número de смо; еп 9, que tienen dados% 


vértices que son aislados, es igual a 2 


2) Mostrar que el número de grafos sin vértices aislados on 9, 
es igual a 


n п-к 
3 
per] 
3) Mostrar que casi todos los n-grafos no tienen vértices aislados. 
5.4. Supongamos que el subconjunto ® = 9, está formado de N 
grafos diferentes de par en par. Mostrar que en Ẹ el número de gra- 
Тоз no isomorfos do por en pax os no menor que N/n! 


5.5. Sea p (т) el número de grafos conexos по isomorfos de раг 
en par con m aristas. Mostrar que 


1) v(m< 2 (2); 


EUF VTF) nm m 
2) %(т)<е(&)” con m-» оо. 


5.6. Mostrar quo el número de pseudografos no isomorfos de par 
en par, que no tienen vértices aislados y que tienen m aristas, no supe- 
ra a (cm)”, donde с es una constante que no depende de т y k. 

5.7. Mostrar que el número de redes de Е polos, no isomorfas de 
par en par, con m aristas, sin bucles y sin vértices aislados, no supera 
a (2m)* (em)*", donde с es una constante que no depende de m y de К. 

5.8. Demostrar que el número de árboles con m aristas, no iso- 
morfos de par en par, no sobrepasa al número de árboles radicales, 
planos, diferentes de par en par con m aristas. 

5.9. 1) Mostrar que el número de árboles radicales, planos, con m 


aristas, diferentes de par en par, no sobrepasa 


2) Hallar la conducta asintótica del número g (т) de árboles 
radicales planos соп m aristas si m —> оо. 
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5.10. Con ayuda del teorema de Cayley, el cual afirma que ol 

número de árboles diferentes de par en par con n vértices numerados 

ез igual a п"-?, mostrar que el número de árboles no isomorfos de par 

еп par con п vértices es no menor que c,n"1s%e", donde Ит сь = V a. 
no 

5.11. Mostrar que el número de árboles diferentes de par en 

par con п vértices numerados y en los que el vértice con el número 1 


tione el grado k, os igual a (577) а 1)", 

5.12. Hallar el número de grafos en 9, quo sean bosques. 

5.13*, Mostrar que el número de los bosques en Ӯ,, en los que 
los vértices j y k dados, que pertenecen a distintos componentes de 
conexión, es igual a 2173, 

5.14. Sea Ф (л) el número de los árboles radicales distintos de 
раг en par con a vértices colgantes, tales que el grado de la raíz es 
igual a dos, y el grado de cada vértice igual a tres. 

1) Mostrar, que el número q (л) es igual al número de maneras en 
que so pueden colocar paréntesis en la expresión b : bs: ... : 
para que la expresión obtenida nuevamente, tenga sentido. 

2) Mostrar que (п) =$ (212). 


Dn, 


5.15. 1) Mostrar que el número de las n-redes bipolares no iso- 
morfas de par en par, con m aristas, no supera el doble del número 
de los árboles radicales planos distintos de par en par, con т vérti- 
ces colgantes. 

2) Mostrar, que el número de л-гейеѕ no isomorfas de par еп 


par соп m aristas no supera 2 (47-2 


5.16. Hallar ol número de redes no isomorías de par en par T (a, 
ù) con п vértices у m aristas, que tienen las siguientes propiedades: 

1) la red I (a, b) es s-descomponible; 

2) todos los vértices de la red Г (a, b) son mínimos. 

Observación, Los polos a y b de la red Г (а, b) so consideran 
no equivalentes; el primoro de ellos es entrada y el segundo, salida 
de la red. En la aplicación isomorfa de la red T en la red G, la entrada 
(salida) de la red Г dobe corresponder a la entrada (salida) de la 
red б. 

5.17. Sea Ф (n, т) el número de las diferentes fórmulas sobre 
el conjunto de enlaces (£, ү) y el conjunto de variables {ду, 
Za, » - -» Zn} соп m entradas de los símbolos de los enlaces. 

1) Mostrar que Ф (л, т) es igual al número de árboles radicales 
diferentes de par en par, que tienen cada vértice colgante marcado 
con cierto símbolo del conjunto fx, za, ..., za} у cada vértice 
diferente del colgante, marcado con uno de los símbolos &, Y. 

1 


2) Mostrar que D(n, m=- r (Em) ram, 
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Orservacion. Las fórmulas se consideran diferentes si ellas repre- 
sentan on sí distintas palabras en el alíabeto (%, V, (), д, 


е5. 

* 5.48! Sea Ф (п, т, k) el número de diferentes fórmulas sobre ol 
conjunto de enlaces {&, Y, —) y el conjunto de variables (2, 
Lp -. ., Zn) con m entradas de los símbolos de las variables y k 
entradas del símbolo ~. Mostrar que 


Ofm, m, LE (292) вчеи, 
5.19. Mostrar que el número de grafos inconexos en 9,, m по 


supera a 
бз, ) ( не, 


т 


5.20, Mostrar que el número de grafos оп $, m que tienen exacta- 
mente dos componentes de conexión no supera а 


(LETS. 


5.21. Mostrar que el número de grafos k-conexos en $, m que 
no коп (k + 1)-сопехоѕ (Еп — 2), no supera а 


( Dal Н рени 3 e=) (í Жаша! 


Inpicacion. Соп k<n—2 еп un grafo que no sea (k+ 1)- 
-conoxo oxisten le vértices, cuyas extracciones llovan a un grafo inco- 
nexo. 

5.22. Mostrar que el número de subgrafos conexos del cubo В" 
diferentes de par en par, generados por subconjuntos de К vértices, 
по supora a 2%(4m)4=1. (Considerar que los vértices dol cubo A” están 
numorados con númoros desde el 1 hasta el 2). 

5.23. Mostrar que casi todos los n-grafos tienen el radio mayor 
que la unidad, evaluando desde arriba el número do grafos en $, 
que tienen un vértice de grado л — 1. 


Sea р (6) cierto parámetro numérico del grafo G. Sea p (n) = 
=r “2 р (G) el valor medio dol parámetro pyDp (n) = 


u (+ «2 (р (G) — р (п))*, la dispersión del parámetro р. Ana- 
EL 


lógicamente se puede determinar el valor medio y la dispersión de 
los parámetros de los grafos de $, m. Sea 0>0, 6, (8) la parte 
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do aquellos gratos G de 9, para los cuales р (G)>0, y An(0), la 
parte de los grafos G de 9, tales que |р (6) — p(n) | >0. Para 
variadas evaluaciones y demostraciones de las propiedades de casi 
todos los grafos se emplea con frecuencia la desigualdad siguiente 
(Chébishev): 


5. O<, w 
An (0) PREL, (2 


Sea, por ejemplo, p (G) el número de vértices aislados del grafo G. 
Hay que demostrar que para casi todos los n-grafos р (G) = 0. 
Sca gn (i) el número de grafos de Y, еп los cuales el vértice con el 
número # es aislado. Entonces, 


род 2700) y rar $ ent. 
En @ 


mt 
Es evidente que gn (i) = al z) para todos los ¿=1, n. Do aquí 
que р (n) = n-2-", Suponiendo que en (1) 6 = 1/2, obtendremos que 
la parte de los grafos G de $, para los cuales р (G)>1/2 no supera 
а 12-11, Pero el lím n-2="* == 0, En consecuencia, para casi todos 


los n-grafos p (G) < 1/2, o sea que р (6) = 0. 
Supongamos ahora que p (G) es el número de aristas en ol grofo б. 
Mostremos que en casi todos los n-grafos p(G)=> (3 ) den) 
4 
donde ol líme,=0. Tenemos (йе D3 р(С) = 


no 


=2 2) Y (г, 1), donde ga (i, у=) es cl número de gra 
fos en los que el par de vértices (і, j) está unido con una arista, 
Así que p(n)== (5). Calculomos la dispersión: 


рр (н) 2702) > rom 5 mor. 
En СЕ 


Митогешоз todos los pares del tipo (i, j), 1<i<j<n con 
números desde el 1 hasta el (5) ‚ y sea En (у, p) el número de todos 


los grafos G de $, en los que los pares con los números v y p son 
aristas. Entonces 


DG), ()_ 2 
© Ж Y Am Уел, 142 D a0 p). 
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Pero Zn (v, p=2(3)-2 si узбр. Por eso 
A) RD) 


Suponiendo en (2) € =]/ np (п), obtendremos que la parte de aquellos 


grafos GEF, para los cuales | p( -4v4 (7) no supora 
1/n. Do esto se deduce que para casi todos los grafos p(G)= 
+ (5) а +е,) donde el lím e,=0. 
5.24. Sea p(G) el número de pares de diferentes vértices del 
grafo G de $, para los cuales no existe una cadena de longitud 


menor de 3, que una estos vértices. Sea рш= 9 у р(б)- 
ET 


1) Mostrar que p()=+3 (7) (4) 


2) Mostrar que en casi todos los n-grafos по hay vértices con una 
distancia entre ellos mayor que dos. 

3) Empleando los resultados de los problemas 5.23 y 5.24, 2) mos- 
trar que en casi todos los n-grafos el radio у el diámetro son iguales 
a dos. 

5.25. Mostrar que el número medio de cielos hamiltonianos en 
los grafos G de $, es igual a eL. 

5.26. Hallar el número medio de ciclos de longitud tres en los 
grafos G de Gn, m 

5.27*. Empleando la desigualad de Chébishev 2 mostrar que 
en casi todos los (n, т (n))-grafos, donde т (n) = (аЛа (n 1а n)), 
el número de vértices aislados es igual a n (1 — e (n)), donde el 
lím e (n) = 0. 
noo 


5.28*, Sea k un número entero y k`>2. Demostrar quo si m = 


= m (n) = Фф (n)-n? FT (donde q (п) 00 con п-ов), entonces casi 
todos los (л, m)-grafos contienen un subgrafo completo con К vér- 
ticos. 

5.29. Hallar el número medio de conjuntos independientes de К 
vértices en los grafos G de Sn. 

30. Sea k un número natural. Contar el número medio de vér- 

tices de grado k en los grafos G de $», m- Е 

5.31. Sea р (G) un parámetro numérico entero no negativo у р (п) 


su valor medio para los grafos G de ®„. Mostrar que si el lím p (п) = 
= 0, entonces, para casi todos los grafos, р (б) = 0. 
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5.32. Hallar el índice cíclico del grupo de automorfismos del 
grato б. 


96 G es un po de longitud 4; 


3) Н Ks— {a}, donde z es una arista arbitraria del grafo Ку. 

5.83. Sea 0) = Un Ja - y 1 una partición arbitraria del 
número л, o sea que ў, + 2j. +... + nja, donde ja son números 
enteros no negativos (1<k<n). Por h(j) se designa el número 
de todas las sustituciones del grupo simétrico S, en las que los vec- 
tores de la estructura de ciclo coincide con (j). 


nt 


1) Demostrar que А ()=—— = —. 
Й n 
ket 


2) Demostrar que 


» 
1 А д 
5) =E 220) 114% 
G) hei 
donde la suma se toma por todas las particiones posibles (j) del 
número n. 


3) Mostrar que el índice de ciclo Z (Sn) ев igual al coeficiente de z” 
en la descomposición de la función 


oxp (tatt. AE...) 


en una serie por los exponentes de z. 
4) Convencerse de la validez de la relación recurrente Z (5,) = 
n 


-і 2) taZ (Sa-a), donde (por definición) se ha puesto Z (Sp) =1. 
Ant 
5.34. Sea A, un grupo do signo variable de grado n (o sea que An 
es un subgrupo del grupo 5, (n>2) que consta do todas las susti- 
tuciones pares). Demostrar que 
Z (Ani to tm -ee 6) = 
= Z (Sa; to to 1 ta) HZ (Sa; 4, 6, + o o (—1)у"=М„). 
5.35. Enumerar todas las órbitas en ol conjunto de vértices del 
grafo G determinadas por el grupo T (G) si: 
1)G = К, — {т}, donde z es una arista arbitraria dol grafo К, si 
2) G = Ka X С, 
5.36. Supongamos que en el conjunto M, de n elementos actúa 
el grupo A y en el conjunto finito М, actúa el grupo unitario Æ. 
Domostrar que el número de órbitas en el conjunto M?! que se deter- 
minan con el grupo exponencial E^, se da con la fórmula 
п veces 


N(E%)=Z (4; ТМ, |, | М],..., MaD, 
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donde la parte derecha representa el resultado de la sustitución del 
número | М, | en el índice cíclico Z(A;, ty, ta, ..., 4) en el 
lugar de todas las entradas de las variables г (1 <k<n). 

5.37, Supongamos que en el conjunto M de n elementos actúa 
el grupo A. Veamos dos r-subeonjuntos arbitrarios del conjunto М: 


э = Ы... bp), 1<r<n—4. Estos 
equivalentes si existe una sustitución л еп el grupo А, 
tal quo л (ау) = bı; donde j = 1, ..., r. La relación de Á-equiva- 


lencia divide todos los r-subconjuntos де M en clases A-equivalentes 
de subconjuntos. Demostrar que el coeficiente de т” en la expresión 
Z(A; í +z, 142... 1 +2") (obtonida del índice cíclico 
Z (А; 4, ta «<-> tn) mediante la sustitución de cada entrada de 
la variable £, рог 1 -- 2%)! ез igual al número de clases de los A-oqui- 
valentes »-subconjuntos en el conjunto M. 


5.38. Sea T (2) = 2, Taa” una función arbitraria para los árboles 


radicales; aquí 7, significa el número de todos los árboles radicales 
no isomorfos de раг en раг con k vértices, incluyendo la raíz. Tomo- 
mos n árboles radicales arbitrarios (1>1) y unamos con una arista 
la raíz de cada uno de ellos con un vértice nuevo гу. Consideraremos 
el vértice vo (y solamente este vértice) como la raíz de un árbol nuevo. 
El grado do la raíz v, es igual a п. Empleando la construcción des- 
crita de generación de árboles radicales demostrar que 


T()=2+x ïz (Sni T (а), T), .... T (0). 


5.39. Demostrar la siguiente relación recurronte: 


Tunt Y аы 


kmi rih 
= 


aquí n>1 у Т, оз igual al número do todos los árboles radicales no 
олана de раг en par con ј vértices, contando también la raíz 
Ту = 1). 


5.40. Sean g (2) = Ў выл", una función arbitraria para los grafos, 
AS 


y 1 (а) = а", una función arbitraria рага los grafos conexos. 
= 


El coeficiente 8, (y respectivamente 1,) es igual al número de todos 
los grafos de п vértices no isomorfos do par en par (respectivamente, 
grafos conexos). Demostrar que 


8 (2) = ÈZ (Sai Un, 108), -a 160). 


5.41. Supongamos que en el conjunto de z elementos M, actúa 
el grupo A, y en el conjunto de r elementos M, actúa el grupo B. 
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Hallar el número de órbitas еп el conjunto M2“ determinadas por el 
grupo exponencial ВА. 

1) A = En, В = E, (o sea que А es el grupo unitario de exponen- 
te n, y B el grupo unitario de exponente г); 


4%) A = 8, B 


5.42. Sean t (т) y s (x) funciones generadoras para torneos y tor- 
neos fuertes respectivamente, o sea que 2 (х) = У) taz” y s (x)= Y) spx”, 
©\ in 


donde +, ез el número de todos los torneos de n vértices no isomorfos 
de par en par y s, es el número de todos los torneos fuertes de n vér- 


tices no isomorfos de раг en par. Demostrar que t (z) = У) 8" (z). 
кеі 


$ 6. REALIZACION 
DE LAS FUNCIONES BOOLEANAS 
POR MEDIO DE ESQUEMAS DE CONTACTO 
Y DE FORMULAS 


La red Т con k polos, en la quo cada arista está marcada con una 
letra del alfabeto {л, £a, ..., Zn, Zis Tp ..., Tn} se Пата esquema 
de contacto k-poiar que realiza las funciones booleanas de las variables z,, 
Lo +. а, о abreviadamente, (k, n)esquema. Los (2, ny- 
-esquemas se llamarán X”-esquemas. La red Г se llama red del esquema 
de contacto. El esquema de contacto se llama conexo (fuertemente 
conezo, paralelo-sucesivo, ete.) si su red también lo es. Un esquema 
de contacto paralelo-sucesivo abreviadamente se llama n-esquema. 
Las aristas del esquema que están marcadas con símbolos de las 
variables o de sus negaciones se llaman de contacto. Un contacto se 
Пата de clausura si ostá marcado con un símbolo de variable, y de 
apertura si está marcado con un símbolo de negación de la variable. 
Sean 3, y E, dos esquemas de contacto de k-polos y cuyos polos estén 
marcados con las letras ау, аз, - . ., ау. Las esquemas Х, y Х, se 
llaman ¿somorfos si sus redes son ізотогѓаз y al mismo tiempo: а) 
las aristas correspondientes están marcadas de la misma manera; 
b) los polos correspondientes están marcados de la misma manera; 
Supongamos que a y b son dos polos del esquema de contacto 3; 
la, bl es cierta cadena que une a y b, y Kte, 0] es la conjunción de 
las letras atribuidas a las aristas de la cadena la, b). La función 
fav (Z") determinada con la fórmula 


tas (5) = Y, Kie, э» 3) 
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en la cual la disyunción se toma por todas las cadenas simples del 
esquema que unen los polos a y b, se llama función de conductividad 
entre los polos a y b del esquema Y. Se dice que el esquema У rea- 
liza la función g (2") si en él existen unos polos a y b tales, que g (7")= 
= fan (2). 

Ün iaa de contacto соп k + 1 polos se lama (1, %)-polar 
si uno de sus polos está seleccionado y los demás son equivalentes 
entre sí (el polo soleccionado se designa con Ja letra а, los demás 
por las letras b; (¿ = Í, 7). Se dice que la función g (2") se realiza 
con' un esquema (1, X)-polar si existe un polo b; (1 <А) tal, 
que fan, (%”) = g (2”). En ol caso de que no зе indique el número de 
polos dol esquema siempro se sobreentenderá que se trata de un es- 
quema de contacto de dos polos. Dos esquemas de contacto se llaman 
equivalentes si ellos realizan una misma función booleana. Se llama 
complejidad de wn esquema de contacto a su número de contactos, 
Se Пата mínimo a un esquema do contacto que tiene la menor com- 
plejidad entro todos los esquemas equivalentes a él. Se llama com- 
plejidad de la función booleana f en la clase de esquemas de contacto 
(la designación os Æ» (/)) a la complejidad de un esquema de contacto 
mínimo que realiza f. Se Пата complejidad de-la función booleana f 
en la clase de s-esquemas sl número de contactos en un n-esquema 
mínimo que realiza f (la designación es La (/)). Se llama complejidad 
de la función booleana f en la clase de fórmulas sobre el conjunto de 
onlaces (Y, $, 7} al número de entradas de los símbolos delas 
variables. La complojidad de la función у en esta clase de fórmulas 
se designa por Læ (f). 

So llama esquema de elementos funcionales a una cod orientada 
sin contornos, los polos de la cual se dividen en polos de ontrada y 
de salida. Los polos de entrada se marcan con los símbolos de las 
variables. Los polos de salida se Патап salidas del esquema. Cada 
vértice diferente del polo de entrada estará marcado con un símbolo 
funcional (o con un símbolo de enlaco lógico). Al mismo tiempo se 
tienen que cumplir las condiciones siguientes: 1) El grado de llegada 
de cada polo de entrada es igual a cero. 2) El grado do llegada de 
cada vértice diferente del polo de entrada es igual al número de 
lugares del símbolo funcional (o dol enlace) con el que está marcado 
ево vértice. 

El concepto do la función f, que se realiza en el vértice i del esquema 
X, se dofine de la siguiente manera. Si el vértice ¿ coincido con el 
polo de entrada que está marcado con el símbolo =, entonces f; = x. 
Supongamos que el vértice č está marcado con el símbolo funcional (р 
de r lugares y que фу, - . ., Фф, Son las funciones quo se realizan en 
los vértices de los que salen los arcos que llegan al vértice i. Entonces 
di = P (Qu - + -+ Or). So dice que la función ў se realiza con el esquema 
E, si existe una salida del esquema en la que ella se realiza. Los 
esquemas de elementos funcionales con una salida, que tienen los 
polos de entrada marcados con los símbolos 21, . . ., fa y los vér- 
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tices diferentes de los polos de entrada, marcados con los símbolos 

, &, 7, se llamaran aquí X” -esquemas funcionales. Se llama com- 
plejidad de los esquemas de elementos funcionales al númoro de sus 
vértices diferentes do los polos de entrada. El X”-esquema funcional 
E, que realiza la función f, se llama mínimo si cualquier otro Х”- 
esquema funcional que realice f tiene una complejidad no menor 
quo la del esquema X. Por complejidad de la función booleana ў en 
la clase de esquemas de elementos funcionales aquí se comprendo la 
complejidad de un X”-esquema funcional que realiza la función f. 
La complejidad de la función f en esta clase de esquemas se designará 
por L (f). 5 pb 
Supongamos que f (Z?) = тү Ө ту. Mostrar que L (f (22) = 4. 

6.2. Mostrar qué para una función booleana diferente do una cons- 
tante el esquema de contacto mínimo que realiza esta función ез 
fuertemente conexo. 

6.3. Hallar el número de funciones booleanas f (2, £) que se 
realizan con esquemas de contacto de complejidad 3. 


Fig. 19. 


6.4. 1) Mostrar quo para cada número natural m existe un esquema 
de contacto mínimo de complejidad m. 

2) Mostrar que no existen esquemas de contacto mínimos de com- 
plejidad 4 que contengan sólo contactos de clausura con marcas del 
conjunto (2), a, Za). 

6.5. Mostrar que si m > л.2"-1, entonces ninguno do los Х"- 
esquemas de complejidad m es mínimo, 

6.6. Mostrar que la función f entonces, y solamente entonces, 
depende sustancialmonto de la variable т, cuando en el esquema 
mínimo que realiza f hay un contacto marcado con la variable т 
о con su negación. 

6.7. Hallar la función de conductividad fap para los esquemas 
de contacto representados en la fig. 19, а, b, с y 20, а, b, с. 

6.8. Construir esquémas de contacto que realicen la función f. 


1) 7 @) = (а V za V za) @ V 22 V т}; 
2) 1 бду = хул, Ф хул, Ө хэл; 
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3) у (2%) = (00014411); 

4) $ (2%) = (11010001); 

5) f @) = д Өх. 0 Ts 

6:9. Construir para cada una de las funciones del problema ante- 
rior X3-esquemas funcionales. 

6.10. Construir para la función f un esquema do contacto de 
complejidad no mayor que L, simplificando previamente la fórmula 
con la cual so da Ja función f. 


ӯ 0 ба V жду) (а V аз) (ә V 20 V (£s V Zo (2520 V 2:23), 


2) (д V 2a) (ат, V тт) ze V (22 V Tats) (22 V з) V 
V (Tita V 22 V Te) 2. V хуш, V ту), L= 5; 

3) 2252, (2 V 7,25) (те V 22411) V (тетт V Tater & 
& uts У зотат) V (8, V зч) (ж V zo) (zs V а), L= 6. 

6.11. Construir para cada una do las funciones del problema ante- 
rior un esquema de elementos funcionales do complejidad no mayor 


z a 
z 
А De | 
y ES y 
a) 1) 


Fig. 20. 


que 6 que realice osta función. 
a 
6.12. Supongamos que v (2) = У) 2%, es el número de la colec- 
= 
ción & == (dy, Qa, » >») ал). Construir un esquema de contacto que 
no tenga más de diez contactos y que realice la función 
1 -| 1, si у (0%, ©, аз) <v (о, Us, од), 
0 en el caso contrario. 
6.13. Construir un esquema de contacto que realice la función 
1 @*) que es igual a la unidad si, y sólo si, (лу, Ta, 23) < (Za, Zs, £o). 


6.44. Construir un esquema de contacto que realice la suma de 
números binarios de dos órdenes. Más exactamente: construir un 
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esquema de contacto con los polos a, bo, bı, b+, en el cual para cada 
¿=0,1, 2, la función de conductividad fa» (2%) sea igual a z,, donde 
z: € (0, 1) y se determina de la igualdad 


42, + 222 + 23 = 2 (31 + 22) + 22 + з. 


6.15*. Construir un esquema de elementos funcionales que satis- 
faga las condiciones siguientes. 
1) El esquema realiza tres funciones ту, Za, ту 
2) Los vértices diferentes de los polos de entrada estarán marcados 
con los símbolos Y, &, —. Ў 
3) No habrá más de dos vértices marcados соп el símbolo de nega- 


ción 


т. 
6.16. Mostrar quo La (f)> La (f) para cualquier función booleana f, 
diferente de una constante. 

6.17%. Poner el ejemplo de una función f (2°) para la cual La (f) > 
> Ln 0). 

Invicacion. Examinar la función que so realiza con el esquema 
representado en la fig. 19, a. 

Supongamos que el esquema biconoxo bipolar de contacto 3 
es plano (o sea que su red Г (a, b) es plana) y sus polos a y b se en- 
cuentran en una cara. Tracemos en esta cara la arista (a, b) de tal 
manera que la red I” obtenida de T al añadir la arista (а, b) siga 
siendo plana. Seleccionemos un vértice en cada cara de la red Y”. 
Construyamos en los vértices seleccionados el grafo G* dual al grafo G 
de la red T’. Cada arista del grafo G* diferente de (a, b) cruza cierto 
contacto del esquema X. Marquomos esta arista con la misma Jetra 
que está marcado el contacto cruzado. Designemos рог a*, b* los 
vórtices del grafo G* que están en las caras de la red Г” divididas por 
la arista (a, b) y llamémoslos polos. Al extraer ahora la arista (a*, b*) 
de G* se obtendrá el esquema doblemente conexo E* con los polos а* 
y b*, El esquema X* se llama esquema dual а 3. 

6.18*. Mostrar que el esquema 3*, que es dual al esquema plano 
biconexo E, realiza una función booleana dual а la que realiza el 
esquema Х 

Ixpicacion, Establecer una relación biunívoca entre las cadenas 
del esquema Х y los cortes del esquema2*. 

6.19. Construir esquemas duales a los esquemas representados en 
las figs. 19, a, b y 20, а. 

6.20. Demostrar que para cualquier función booleana f se cumple 
la igualdad Ln (0 = La (*). bn 

6.21. Mostrar que si La (f) < 7, entonces La (ў) = La (0). 

Se dice que un esquema de contacto está formado sin repetición 
(es sin repetición) si del hecho de quo cierta arista esté marcada con 
la letra ж o 2 se deduce que cualquier otra arista tiene una marca 
diferente de z o =. 
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6.22. Mostrar que un esquema de contacto fuertemente conexo 
y sin ropetición realiza una función sustancialmente dependiente de 
todas las variables que se encuentran en el esquema. 

6.23. Mostrar quo un esquema fuertemente conexo y sin repeti- 
ción es mínimo. 

6.24. Mostrar que si a un esquema mínimo se la une un contacto 
marcado con una variable nueva de tal forma que resulte un esquema 
fuertemente conexo, entonces este esquema así construido también 
será mínimo. 

6.25*, Sea f una función que so realiza con el esquema indicado 
en la fig. 21. Demostrar que una función dual a / no puede ser rea- 
lizada con un esquema sin repetición. 

6.26*. ¿Es cierto que para todas las funciones hooleanas f зо 
cumple la relación La (/) = La (79? 

6.27. Sean fas y fas las funciones de Ja conductividad del esquema 
de contacto de tros polos E, y feg Y fem las funciones de la conducti- 


2 
z w 


y 


о 
Fig. 21. 


vidad del esquema de contacto de tres polos 2,. Sea Y el esquema 
con los polos a y e, obtenido de los esquemas E, y X, identificando 
el polo b con el polo g, y el polo d con el polo e. ¿Es cierto que el 
esquema E realiza la función 


fae = (fas & 1) М (fao & feg)? 

6.28. 1) Demostrar que la función f es monótona si, y sólo si, 
existe un esquema de contacto quo realiza / y no contiene contactos 
interruptores. 

2) ¿Es cierto que un esquema de contacto mínimo que realiza 
una función monótona no contiene contactos interruptores? 

La función booleana у (2”) se llama monótona por la variable z, 
si se la puede representar en la forma 

1 (2%) =8 (Zo, 3..5, En) V аА (Tos 23,6... а) 
La función f (2°) es casi monótona por la variable т, si ella es monóto- 
na рог тү o se hace monótona por z, después de la sustitución de 


жү por 7,. La monotonía y la casimonotonía por тү (i 5 1) se definen 
en forma análoga. 


6.29. Demostrar que la función f(z") es casi monótona por z, 
si, y sólo si, existe un esquema de contacto que realiza la función 
f (x”) y no contiene contactos de clausura o de interrupción. 


1% 


6.30. 1) Demostrar que un esquema de contacto mínimo que 
realiza la función z, Ф х, contiene 4 contactos. 

2*) Demostrar la calidad de mínimo del esquema representado 
la fig. 20, с. 

6.31%. Construir un esquema de contacto mínimo para la función f 
DIE) = (а V ау V 2) җ V Anat 

2) $ (2) = 2,2% O лугат, Ө 2100 Ө тагат 

З) 7 (2°) = (0001011101111111). 

6.32. Mostrar que el número 5 (n, т) de X”-esquemas de con- 
tacto conexos, no isomorfos de par en par, de complejidad no mayor 
que m, no supera a (cnm)™, donde с es una constante que no depende 
do n y m. 

6.33. Mostrar que el número Р (n, m) de sr-esquemas conexos, по 
isomorfos de par en par, de complejidad no mayor que т, quo reali- 
zan las funciones booleanas de las variables тү, Ze ..., х, NO su- 
pera (en™), donde c es una constante que no depende de n y т. 

6.34. Mostrar que el número Ф (лп, т) de fórmulas, diforontes de 
par en par, de complejidad m, sobre el conjunto de enlaces (Y, &, —) 
y el conjunto de variables zy, ту, . . ., з, no supera а (сп)", donde 
с ез una constante que no depende de n ут. ' 

Al obtoner las evaluaciones inferiores de la complejidad de reali- 
zación de diferentes clasos de funciones con esquemas y fórmulas, con 
frocuencia se emplean las llamadas «consideraciones vigorosa». 
Como ejemplo de esto puede valer la afirmación siguiente, 

Sea S (n, m) el número de esquemas de cierta clase К. Cada uno 
de ellos realiza una función booloana que dopende de las variables 
ж, Lay « + Tn y tiene una complejidad no mayor que т. Sea q (n) 
el número de funciones booleanas f (2”) en cierto conjunto W. Enton- 
cos si 5 (n, т) < ф (п), ón M habrá una función f (т") no realizable 
еп Ja clase de un esquema de complejidad menor o igual а т. 

6.35. Mostrar que para cualquier е2 0 y n suficientemente 
grandos existe una autodual f (2") para la que se cumplen simultá- 
noamente las desigualdados: 


9 aS Ue b) Le (> iio Ч—®). 


6.36. Mostrar que рага cualquior e >0 y п suficientemente 
grandes existe una función ў (2") que es superposición de la función 


Фф (a, y, 2) = ay Y z tal que 
п—1 
(r) 
LN? (1—8) 


6.37. Sea L (n) = máx L(f). Mostrar que para cualquier fun- 
PE 


en 


~, 16 ~, 
ción autodual f (2") es válida la desigualdad Z (f (2) <L (n — 1) + 
+ ån. 
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6.38. La función booleana F (7") tiene la propiedad 0, si so 
puede obtener cualquier función booleana / (2") de F (y"”), mediante 
la sustitución de constantes y la redesignación de las variables (se 
admite la identificación). 

4) Mostrar que la función yy, tiene la propiedad 0,. 

2) Hallar una función con el número mínimo posible de varia- 
bles que tenga la propiedad U,. 

Sea т (п) ol número mínimo posible de variables en la fun- 
ción que tione la propiedad Up. Mostrar que 
2% 1 
Tahy Sron 
6.39. Mostrar que existe un X”-esquema funcional de complejidad 
2?” — n que realiza todas las funciones dependientes de las varia- 
bles 21, .. -> 21. 

Al construir esquemas de contacto de dos polos que realizan las 
funciones del álgebra lógica se emplea ampliamente el método lla- 
mado método de las cascadas. Lo describiremos aquí. Supongamos quo 
1 (0, La, ... Ens), п}>2 өз una función del álgobra lógica que 
hay que realizar con un esquema de contacto. Por 9, (i = 1, n — 1) 
desiguamos el conjunto de todas las funciones de álgebra lógi- 
са tales, que cada una de ollas dopende sólo do las variables 2,41, 
Titar =>.) Tn y puede ser obtenida de la función / (2) en resultado 
de una sustitución adecuada de ceros y unidades en el lugar de las 
variables а, Za, . - ., тү. А cada conjunto A lo cotejamos biunívo- 
camente el conjunto V; cuyos elementos son puntos de un plano 
lMamados vértices de i-ésimo rango. Añadiremos dos polos más: el polo 
do entrada a y el polo de salida b. El polo a es un vértico de rango 
сого, el polo b es un vértice de n-ésimo rango. El conjunto de vérti- 
ces del esquema X que realiza la función f (2") coincidirá con (a) U 


nai 
U {b} U U, Yr El conjunto de contactos del esquema ® puede ser 


descrito de la manera siguiente: sea v; un vórtico arbitrario de 
i-ésimo rango (п — 2 >i>0) y quo le corresponda la función 
Ф (тм, 0+2, +- -» Zn) dol conjunto A; (con i = 0, la función Ф 
coincide con la función f (2")). Las funciones q (0, хф, >. ., лт) 
Y Ф(1. ліз. - => Zn) pertenecen al conjunto Ysp y a ellas les 
responden ciertos vértices vi+1 y vj+1 respectivamente (si las fun- 
ciones Ф (0, Zita, ++.) Tn) Y Ф(1, Titu - - => Zn) son iguales, en- 
tonces los vértices vist y 27,1 coinciden). El vértice v; en el esquema 
2 está unido por el contacto 7,+, al vértice %+{ y por el contacto 
2,41 al vórtico vi, 1. Por fin, los vértices del (п — 1)-ésimo rango se 
unen соп el vértice del n-ésimo rango (el polo b) en concordancia con 
la regla siguiento: 

1) si el vértice v de У, 1 responde a la función z,, entonces ella 
se une con el polo Б por el contacto Zn; 
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2) si el vértice v respondo a la función Zn, entonces ella se une 
con b por el contacto Ta; 

3) si el vértice v está cotojado а una función idénticamente igual 
a la unidad, entonces se une con:b por dos contactos paralelos zn 
ут, 

Йй si el vértice v está cotejado a un cero idéntico, entonces el vér- 
tice v no se une con el polo b. 

6.40. Construir, empleando el método de las cascadas, un esque- 
ma que realice la función f. 

1) 1 (2) = 2,2, 0 z3; 

2) f (9) = аул, Y Tata V лл; 


з)/ )у=аӨзФ®@...Өз; _ 
4) 160) = ж En V 27, ... Tni 
5) J GĦ) = Уа... ais о. а 


6.41. 1) Mostrar que si ў ©") æ 0, entonces al construir con el 
método de las cascadas un esquema de contacto que realice la fun- 
ción f se pueden excluir de todos los conjuntos Y, las funciones idén- 
ticamente iguales a cero. 

2) Mostrar que un esquema de contacto obtenido con una cons- 
trucción tal es fuertemente conexo. Е 

6.42. 1) Supongamos que la función у (2"), n>2 depende sus- 
Lancialmente de todas sus variables. Demostrar que un esquema que 
realice la función f y que esté construido con el método de las сазса- 
das, es fuertemente conexo y no contiene contactos paralelos del 
tipo xy, ту si, y sólo si, f es una función lineal. 

2) Poner el ejemplo de una función no lineal / Z"), n>2 que 
dependa sustancialmonte de todas sus variables y tal que el esquema 
que la realice, construido con el método de las cascadas, no tenga 
contactos paralelos del tipo z; у ту. 

6.43. ¿Es justa la afirmación siguiento? Si la función / (2"), 
n>2, depende sustancialmente de todas sus variables y el esquema 
de contacto que realiza f, construido con el método modificado de las 
cascadas indicado en el problema 6.41. 4), contiene z contactos, en- 
tonces ў = 291, 232, . . ., тап (dondo о, € (0, 1).) 

6.44. Refutar la afirmación siguiente: si la función f es tal que 
con cierto ¿ los conjuntos A, y A+, empleados en el método de las 
cascadas no contienen funciones idénticamente iguales a cero y a 
uno, pero en cada uno de ellos hay no monos de tres funciones, enton- 
ces el esquema que realiza f, construido con el método de las casca- 
das, по es plano *). 

6.45. Poner el ejemplo de una función f para la cual el esquema 
que la realiza, construido con el método de las cascadas, по ез plano. 


1) Se tiene en cuenta un esquema sin arista inicial o sea sin arista comple- 
mentaria que una los polos. 
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Capítulo 
у 


ELEMENTOS 
DE LA TEORIA 
DE CODIFICACION 


$ 1. CODIGOS 
CON CORRECCION 
DE ERRORES 


Sean A y B dos alfabetos finitos, y R algún conjunto de palabras 
finitos en ol alfabeto A. La aplicación unívoca ф del conjunto / en 
algún conjunto de palabras on ol alfabeto B so Пата codificación del 
conjunto R. La imagen С del conjunto R para la aplicación (р se de- 
nomina código del conjunto R. A las palabras de С se les da ol nombre 
de palabras en código; además, si la palabra w do R es aplicación on 
la palabra v де C, entonces v se Пата código de la palabra w. Las 
palabras de А se denominan comunicaciones; el alfabeto А. alfabeto 
de comunicaciones; el B, alfabeto codificador. Si este alfabeto B se 
compone de dos letras (en tal caso supondremos que В = (0, 1)), on- 
tonces la codificación y y el correspondiente código С so llaman bi- 
narios. El código se llama uniforme o en bloque, si todas las palabras 
codificadas tienen igual longitud. El código binario on bloque, en 
el que cada palabra codificada posee longitud п, во presenta como el 
conjunto de los vértices de un cubo n-dimensional. La función de 
Boole fo (2*), que es igual a la unidad en el conjunto С y a cero si 
está fuera de С, se denomina función característica del código de blo- 
que binario C. Sea р (2, P) una distancia común de Hamming entre 
los vértices & y Б de B”, igual al número de coordenadas en las que 
@ y P se diferencian. La magnitud d (C) = mín p (2, B), donde el 
mínimo se toma con respecto a todos los pares de vértices distintos, 
portenecientes al código С = B”, se llama distancia de código de С. 
El código С <= В" con distancia de código d, será llamado abrevia- 
damento (n, d)código. La potencia máxima posible del (л, d)-có- 
digo se connota mediante m (n, d), y el (п, d)-código cuya potencia 
ез т (п, d), se denomina mazimal. So Паша compactamente empa- 
quetado el (n, 2d + 1)código, que cumple Ja siguiente condición 
para todo vértice @ ЄВ" existe la palabra codificada Б, para la cual 


p (E, B)<d. Un código binario en bloque se denomina equidistante, 
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si la distancia entre dos cualesquiera palabras en código оз igual. 
El código С <= 8" se llama eguiponderado, si toda palabra codificada 
tiene un mismo poso, o sea, si existe un entero Е (0<%<n) tal, 
que С = Bf. Este número Ё se denomina peso del código equiponde- 
rado. La magnitud máx | C |, donde el máximo se toma para todos 
(п, d) -códigos de peso k, se anota mediante m (n, k, d). 

Sea que la palabra de un código binario en bloque C se transmito 
por un canal de enlace, en ol que pueden suceder tergivorsaciones de 
la palabra transmitida. La transmisión por un canal así, puede con- 
siderarse como una cierta transformación de las palabras trans 
das. Aquí serán examinadas solamente tales transformaciones de las 
palabras binarias, que no modifican la longitud de la palabra y que 
consisten en el reemplazo de algunas letras por sus contrarias, o sea, 
еп el reemplazo del 0 por el 1 y del 4 por el 0. Si la palabra @ al ser 
transmitida so transformó en la palabra 6, distinta de &, entonces 
se dice, que en el canal hubo errores. Si la i-ósima letra de la palabra 
© transmitida se diforoncia de la ¿-ósima letra de la palabra Î reci- 
bida, entonces se dico que hubo un error en el ¿-ésimo orden. Si la pa- 
labra rocopcionada se diferencia de la transmitida en £ órdenes, 
entonces so dice, quo hubieron t errores. Evidentemente, el número de 
errores que han ocurrido duranto la transmisión, os igual a la distan- 
cia de Hamming entre las palabras transmitidas y recibidas. 

Sea el código binario С = В". La aplicación unívoca arbitraria 
ap del conjunto B” en el conjunto С se Пата decodificación. Suponga- 
mos, que æ €C, y que 1p” (а) es ol conjunto de todos aquellos P 
vértices de B"; tales que y ($) = 2. Sea también S? (2) el conjunto 
de todas las palabras que se obtienen de la palabra en código @ co- 
то resultado de no más de £ errores (es evidente, quo S? (9) es una 
esfera de radio £ con centro en 2). Se dice, que el código С corrige t 
errores, si оз que oxiste tal decodificación эр, que $? (a) = p“ (9), 
para cada @ € С. El código C descubre t errores, si cualquier palabra 
que pueda ser obtenida de una palabra en código а arbitraria, como 
resultado de no más de 2 errores, resulta diferente de cualquior pa- 
labra de CN (a). 

1.1. Mostrar que el código С = В" corrigo £ errores si, y sólo si, 
р (o, ш) >2t + 1, para cualesquiera dos palabras en código v y w 
de С, distintas. 

1.2. ¿Es cierto, que el código С = B”, que corrige £ errores, des- 
cubre: 

1) no menos de 2: + 1 errores; 

2) no menos de 2? errores; 

3) no más de 2£ errores? 


1.3. Mostrar que de todo subconjunto С =Œ В" se puede obtener 
un código que descubra un error, quitando de С no más de la mitad 
de los vértices. 
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1.4. Determinar cuántos errores corrige y cuántos descubro el 
código con función característica f. 


2) f (0) = ж... V эз... 5 _ 

3) ](@") = алу... т\л... Жылый + 
‚жм у... ааыа +++ Tan V Tts > > > Zoni 
46) “алу... Ө аж... nn O 


Eats +. + Tar 

1.5. Supongamos que la palabra del código binario C se transmi- 
te por un canal de enlace. Al efectuar la transmisión de la palabra 
en código no puedo suceder más de un error. Para cada palabra en 
código æ construir el conjunto de aquollas palabras que pueden ser 
obtenidas después de la transmisión де @ por el canal. 

4) C = (01100, 00111, 11010, 10001); 

2) С = (11110, 10100, 01011, 11001). 

Sea que la probabilidad de que al transmitir por el canal de 
enlace la palabra arbitraria ш de В" tenga lugar un error en el ¿-ósi- 
mo orden, sea igual а p para todas las і = 1, п. Sea cierto código 
С = В" de potencia m, y y: В" —C la decodificación. La magnitud 


00 O= Y Pea apro 
DEC webio) 
so lama certeza de la decodificación чу para el código С. 

4.6, Mostrar, que para 0 < p < 1/2, el máximo de la cantidad 
Qy (р. С) para todas las decodificaciones posibles de un C dado, se 
obtiene con la condición, que para cada w € В” se cumpla la igual- 
dad р (w, ар (w)) = mi p (w, v). 

1.7. 1) Para el código C del problema 1.5, 1), construir la deco- 
dificación эр con la certeza máxima 0, (p; С), 0< p < 1/2, indi- 
cando para cada w Є C el conjunto р"! (ш). Hallar ol máx 0% (1/4, С). 


2) ¿Cuántas decodificaciones distintas con certeza máxima 


existen para ol código С del problema 1.5, 1) y 0 < p < 1/2? 

1.8. Hallar la potencia máxima posible del código C = В", 
que posee la siguiente propiedad: es par para cualesquiera a y В de 
Ср (а, Б). 

1.9. ¿Cuántos códigos maximalos (л, 2) existen? 

1.10. Sea n = 3k. Mostrar, que m (л, 2/3) = 4. 

1.11. Mostrar que la potencia del (л, 2d + 1)-código compacta- 

4 


mente empaquetado es igual а 215 ()- 


o 
1.42, ¿Existe el (п, 3ycódigo compactamente empaquetado para 
= 
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1.13. Mostrar que para n>7 по existen (п, 7)-códigos compac- 
tamente empaquetados. 

444, Demostrar que el código С = В" no es máximo, sí | C | = 

1.15. Mostrar que si en В" existe un (п, 3)-código compactamen- 
te empaquetado, entonces existe la partición del cubo В"! en esfe- 
ras no intersecadas de radio 1. 

1.16. Sea С un (n, 2d + 1)-código compactamente empaquetado. 


Mostrar, que entonces (_” ) es divisible sin rosto рог (2+*). 
4+1 4 


1.17. Mostrar que no existen (л, 2d + 1)-códigos equidistantes 
de potencia mayor que 2. 

1.18. Mostrar que para un d par, existe un código equidistante 
de potencia (22/1. 

1.19. Mostrar que т (n, d) es una función no decreciente del pa- 
rámetro n. 

1.20. Mostrar que: 


1) m(n +d, d)>2m (п, d); 


2) т (2n, d)>(m (п, d))*; 
3) m (n, d) 22m (п — 1, Ф). 


a 
1.24. Demostrar que m (n, 2419>2/3 (1). 


1,22. Demostrar que 


G) 

m(n, k, 2d) >= А 
к n—k 
3007) 
4-0 
1.23. Demostrar que para n< 2d es justa la desigualdad 
24 
т (п, <A. 

1.24. Demostrar que 


nd 
m(n k, 0<[ a). 
si 22 п (2k— d) >0. 
1.25. Mostrar que: 


1) m(n, k, )<[Em(n—1, k—1, 4—1) |; 


2) m(n, k, a<|4[ 
3) m (n, k, d <[; mat, k, d)]. 
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1.26. Sea g (n, d) el número máximo de vértices en B”, siendo 
que la distancia entre cualesquiera dos de ellos no supera a d. De- 
mostrar que 


m (n, d +1) q (a, DK. 


1.27. Domostrar que m (п, d) 2-44, 

1.28. Mostrar que do todo conjunto С <= В”, tal que |C |>: 
se puede separar un subconjunto D de potencia no menor e 
2-4% | б |, que es un (п, d)-código. 


$ 2. CODIGOS 
LINEALES 


La oxpresión de la forma 
MOD AD ... Ө ш, (1) 


donde Ter € В", dy € (0, 1), i = 775 se llama combinación lineal de 
los vectores б, Oe, ..., ® La combinación lineal (1) se denomina 
trivial, si M, = hs .. =A, = 0, y no trivial en el caso con- 
trario. Toda combinación lineal һу de vectores de В" resulta, eviden- 
temente, un voctor de 2". Los vectores &, Фу, ..., 9, de В" se 
llaman linealmente independientes. si cualquier combinación lineal 
no trivial de los mismos es distinta de 0 = (0, 0, ‚ 0). En caso 
contrario se dice que los vectores ба, Qa » . ., 9, воп linealmente 
dependientes. El subconjunto G <= В" so denomina grupo, si G es 
cerrado con respecto a Ja operación de suma por módulo 2, o sea, si 
para cualesquiera 9, Ё de б, el vector 29 [3 pertenece a G. Del ca- 
rácter cerrado de G con respecto a la operación de Ф so deduce, que 
toda combinación lineal de vectores de G Lambién pertenecerá a G 
(en particular, 0 € G). De este modo, todo grupo С en /3" resulta ser 
un espacio vectorial lineal sobre el campo F, = (40, 1), O, ·). El 
mayor número k = k (G), para el cual en el grupo (сп el espacio li- 
neal) G existen ke vectores linealmente independientes, se denomina 
dimensión de G. El conjunto de los k vectores linealmente indepen- 
dientes de un espacio de dimensión К, se llama base de este espacio. 
Si el código G <= В" genera un grupo, entonces él se denomina lineal 
o grupal. Si un código lineal en Ё" tiene dimensión К, entonces se 
Пата (a, k)-código, El código binario lineal que corrige un error, se 
denomina código de Hamming. 

Es cómodo expresar a los códigos por medio de matrices. La 
matriz Л (С), cuyas filas son palabras codificadas del código С = В". 
se llama matriz del código С. La matriz АТ (С), compuesta de Ё vecto- 
res Jinealmente independientes arbitrarios, que son palabras codi- 


з) La definición de las operaciones do suma de vectores por módulo 2 y del 
producto de un escalar por un vector fue dada en el $ 4 del cap. 
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ficadas del (л, k)-código С, se Пата matriz generadora del código С. 
Si Н es una matriz arbitraria de ceros y unidades con п columnas, en- 
tonces el conjunto C (Н) de todos los vértices del cubo В”, que son 
combinaciones lineales de las filas de la matriz H, se llama código 


engendrado por la matriz Н. Los vectores a = (оу, Ae, -- -s Ф.) У 
P = (Bar Bar «> + Bn) se denominan ortogonales, si «б, O а,б. Ф... 
8 о„б„ = 0. El conjunto V (H) de todos los vectores de B", 
ortogonales a cada una de las filas de la matriz H, se llama espacio 
nulo de la matriz Н. Sea С un código binario, en el que cada palabra 
es ortogonal a cada fila de alguna matriz И. Si С es (п — k)-código, 
y Ja matriz Н se compone de љ — k filas linealmente independientes, 
entonces H se llama matriz de comprobación del código C. El con- 
junto C* de todos los vectores representados еп forma do combina- 
ción lineal de las filas de la matriz de comprobación del (п, l)-código 
C, so denomina código dual del código C. Mediante g (n, d) se designa 
el máx | С |, donde el máximo se toma con respecto a todos los сб- 
digos lineales С <= B” con distancia de código d. 

2.1. Sea que el conjunto С = B” se compone de k vectores line- 
almente independientes. Mostrar que cualesquiera dos combinacio- 
nes lincales de vectores del conjunto С, que se diferencian en sus 
cooficientos, representan distintos vértices del cubo 2", 

2.2. Mostrar que en B” existe un sistema de т vectores lineal- 
mente independientes, pero no existe ninguno de n + 1 vectores 
linealmente independientes. 

2.3. Mostrar que el número de vectores de B”, representados por 


а 
combinaciones lineales de la forma (1), en las que la У А4, no 
1 
t 


supera la X (7). 


10 
2.4. Mostrar que todo (п, k)-código tiene potencia 2, 

. Mostrar que en un código lineal binario, o bien cada vector 
código tiene peso par, o bien la mitad de los vectores códigos tione 
peso par, y la otra mitad poso impar. 

2.6. Mostrar que el número do bases distintas on B” es igual а 


(291) 209—2)... @%—2"—!у 


af 


2.7. Mostrar que el número de (п, k)-códigos distintos en В" es 
igual a 


(2" —1) (25—2)... (2221 
(AD 009—5)... 08—28): 
2.8. Hallar el número de vectores de B” que sean ortogonales 


aun vector dado 2 de ВЕ. 
2.9. Mostrar que el conjunto de todos los vectores do В" ortogo- 
nales a cada una de las filas de la matriz binaria H de dimensiones 
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kX п, toma un espacio lineal. ¿Acaso siempre este espacio tiene 
una dimensión n — k? 

2.10. ¿Es cierto que para cada código lineal se puede indicar una 
matriz H, que sea: 

4) generadora; 

2) de comprobación? 

2.11. A base de la matriz dada Н, indicar la potencia т (С (H)) 
del código C (H) por ella engendrado, y la distancia de código 
aà (C (Ну). 


и ну matriz Н tieno una dimensión п X n; 

= (Г.Р), donde Г, es una matriz unidad de dimensiónes 
k E a р. una matriz binaria arbitraria de dimensiones К X (n — k), 
siendo que en сала fila de la misma рог lo menos hay dos unidades, 


п — logs (n + 4); 
РА = War donde /; es una matriz unidad de dimensiones 
‚у 


“ 


2.12. Sea V S В" un espacio, compuesto de las combinaciones 
lineales de las filas de la matriz H = (1, Р), donde J} es una matriz 
unidad de dimensiones Е X k, у P una matriz compuesta por ceros 
y unidades, de dimensiones Xx {n — k). Demostrar, que V es un 
espacio nulo de la matriz G = (Р, д). donde /, „л es una matriz 
unidad do dimensiones (n — k) X (n — k), y РЇ es la matriz tras- 
puesta de Р. 

2.13. Para el código engondrado por la matriz H del proble- 
ma 2.44, 1), construir la matriz de comprobación. 
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2.14. Mostrar que si С = В" es un (n, k)-código, entonces el có- 
digo dual a С resulta un (п, п — k)-código. 

2.15. Sea Н (С) la matriz del (л, k)-código С = В", no contene- 
dora de columnas nulas. Mostrar que: 

4) cada columna de la matriz Н (C) tiene 2 unidades y la 
misma cantidad de ceros; 

2) la suma de los pesos de las filas de la matriz Л (C) es igual а 
2з, 

2.16. Mostrar que la distancia de código del código lineal С = В” 
es igual al minimal de los pesos de sus vectores no nulos. 

2.17. Mostrar, que la distancia de código del (лп, k)-código no 
supera а [n2%-1/(2* — 1)]. 

2.18. Mostrar que para п = 24 — 1, la potencia del (n, d)- 
código lineal no supera a 2d. 

2.19. 1) Mostrar, que la potencia maximal posible g (п, d) del 
(n, d)-código lineal, satisface la desigualdad g (п, )Z2g (n — 1, d). 

2) Utilizando el resultado del problema 2.18, mostrar que 
g (п, 4)у<с4-2"-%4+, 

2.20. Sea que el código С es un espacio nulo de la matriz Н. 
Mostrar que la distancia de código de C no es menor que d si, y sólo 
si, cualquier conjunto de un número d — 1 o menor de columnas de 
la matriz H, resulta linealmente independiente. 


2.21. Mostrar que si У) ("7*) <2*, entonces existo una matriz 


ГЕ] 
de ceros y unidades de dimensiones k X п, en la que cualesquiera 
d — 1 columnas son linealmente independientes y, en consecuencia, 
existe un (n, п — k)-código con distancia de código d, o mayor que d. 
2.22. Sea Hy, n, una matriz de dimensiones k X n, donde k = 
= Лов, (n + 1)l, y en la que la columna con número і representa 
una descomposición binaria del número і (i = 1, л). Рог ojemplo, 
рага n = 6, la matriz Ħa, tiene la forma 


000111 
H= 911001). 
101010 


1) Mostrar, que el espacio nulo de la matriz es un código de 
Hamming, o sea, un código lineal que corrige un error. 

2) Construir un código que resulte ser un espacio nulo de la 
matriz Ha y. 

3) ¿Cuántos errores corrige el código engendrado por la matriz 
Наа? pl 

2.23. Se llama especto del conjunto C = В" al vector 5 = 
= (50, Si» - : .› Sn), donde s, es el número de los pares de vértices 
de C, que tienen una distancia г entre ellos. Mostrar que para todo 
(п, k)-código C, existe un (n, k)-código С”, que tiene el mismo espec- 
tro y que posee la forma de una matriz generadora (/,Р), donde Ip es 
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la matriz unidad de dimensiones Е X k, y Р es alguna matriz com- 
puesta por ceros y unidades, de dimensiones  X (n — К). 

2,24. 1) Mostrar que g (9, 5) = 4. 

9) Mostrar que m (9, 5)>5. 

2.25. Sea que existe un (n, k)-código con distancia de código d. 
¿Es cierto que entonces hay un (л, k)-código con distancia de códi- 
go d— 1? 


$ 3. CODIFICACION 
ALFABETICA 


Sea un alfabeto A, entonces, A* es el conjunto do todas las pala- 
bras finitas en А, incluyendo la palabra vacía. La longitud (número 
do letras) do lo palabra w se anota mediante 2. (ш). La palabra vacia 
se connota por medio de A. La unión de las palabras w, y We, obte- 
nida por la añadidura do la palabra w, a la derecha de la palabra шу, 
se indica шир. La palabra w, se denomina prefijo de ws, y la 
palabra шу, sufijo do шыру. El prefijo w, (el sufijo wa) de la palabra 
шыр se llama propio, si а un mismo tiempo w, % А у wy% A. La 
palabra v so denomina subpalabra de la palabra w, si existon tales 
palabras u, у Ug, que ш = шиша. 

Sean, А = fan, аз, ...› а} un alfabeto de comunicación y B 
un alfabeto codificador. Sea y la aplicación unívoca de las Jetras del 
alfaboto A en В". La codificación de las palabras en A, medianto 
la cual a cada palabra (comunicación) aiai, . . . а, se le coloca 
en correspondencia la palabra q (a;,) ф(а„) ... Ф (mi), se deno- 
mina codificación alfabética (o letra a letra). La codificación alfa- 
bética se determina totalmente mediante la aplicación q que la 
engendra, y se indica por Ку. El conjunto {Ф (a): a € A) so Пата 
código alfabético y se designa por medio de q (А). La codificación 
alfabética Ky y el código correspondiente q (А) se Патап univoca- 
mente decodificables, o separables, si de cada igualdad del tipo 


(а) P (a)... P (a) = Ф (03,) 9 (а),) ..- Ф (а) 


entro las palabras en el alfabeto codificador B, so deduce que 1 = k 
y je = lt =T, k). El código q (А) se Паша prefijo, si ninguna pa- 
labra de q (А) no resulta comienzo de alguna otra palabra de ф (А). 
El código alfabético divisible q (А) se llama completo, si para cada 
palabra w en el alfabeto codificador B es justa la afirmación: o 
bion w os prefijo propio de alguna palabra de Ф (А), o bien alguna 
palabra de q (А) es prefijo (no es preciso que sea propio) de la pa- 
labra ш. 

Uno de los algoritmos de distinción de la divisibilidad de un 
código alfabético se reduce а lo siguiente. Sea Ф (А) = {ш 10, ... 
- «=> Wm}, un código alfabético. Sean, S, el conjunto do los sufijos 
propios de las palabras en código, y S, el conjunto de todas las pala- 
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bras, cada una de las cuales es prefijo de alguna palabra codificada, 
Examinomos el multigeafo orientado G,, cuyos vértices son ele- 
mentos del conjunto $ = (S, [| 5U (A). Sean o ут, dos vértices 
do $, distintos. El arco que va desde о hasta т en el grafo G existo 
si, y sólo si, existen la palabra en código w y la sucosión Р = иң, 
Wi =>.» Wip de palabras en código, tales que las palabras w y 
ашьш, . . . шіт sean iguales como las palabras en el alfabeto 
codificador, Además, si с + A, entonces la sucesión Р puede ser va- 
cía. Al arco que va desde a hasta т, se le inscribe la palabra фиш... 


b 


A 
bb 


¿) 


Fig. 22. 


+ «y шу. En ol multigrafo бу no hay bucles. El multigrafo С» se 
denomina grafo del código alfabético «р. Es justo el siguiente 

Teorema 1 (A. A. Márkov). El código Ф es divisible si, y sólo si, 
en el grafo бъ no existen circuitos que pasen por el vértice A. 

EsempLo 1. Soa p (А) = (cc, cca, beca, aa, ab). Entonces, 5 = 
= (A, с, cca, а, b}. El grafo G, se muestra en la fig. 22, a. En Gy 
existe un circuito quo pasa por los vértices А, a, b. Apuntando las 
palabras adjudicadas a los vértices y arcos de este circuito, hallamos 
una palabra que se decodifica de dos modos: 


ecabeca = (cca) (beca) = (ec) (ab) (cca). 


EsempLo 2. Sea Ф (А) = (a, ab, acbb, bb, bbacc). Entonces 5 = 
= (А, b, bb). En el grafo Ge, mostrado en la fig. 22, b, no hay circui- 
tos que pasen por А. El código es divisible. 

Sea que se tieno una fuente de comunicaciones, la quo de un modo 
casual genera las letras del alfabeto A = (а, аз, ..., am}. Se su- 
ропе, que las apariciones de las letras dol alfaboto A son estadísti- 
camente independientes, y se someten a una distribución de proba- 


bilidades Р = (Py, Pes - ++ рь}, P >0, ЭУ) р; = 1. А todo código 
alfabético binario C = {шу, Ws, ..., Wm} se le puede cotejar el 
número 


Lo(P)= Ў ph (w), 
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llamado valor del código С para la distribución Р. El número £o (Р) 

es igual a la cantidad media de letras del alfabeto codificador, que 

tieno cada letra del alfabeto A. El código prefijo C, se llama óptimo 

para la distribución P, si Lo, (Р) = inf Lo (Р), donde la cara infe- 
с 


rior se toma por el conjunto de los códigos prefijos binarios, com- 
puestos de m palabras. 

El'método de Hafíman para la construcción de un código óptimo, 
se apoya en el teorema siguiente. 


TEOREMA 2. Si С = (шу, 03, - » ., Wm) es un código binario ópti- 
mo para la distribución Р = (Pi, Pa ---< Pm) У Ру = + 9. 
siendo ру >р« >... 2, Pia 2 Ру 2. Рут 2 +++ Pania 


entonces, el ` código С' = {шу ш... Фуд, Шуу...) Wms 
wQ, wj} resulta óptimo para la distribución 


P’ = (Pp Pas Pjev Ружа ++ 5 Pro as Qah 


El código C' se llamará ampliación del código óptimo С. El método 
de Haffman consiste en lo siguiento. Sea que en la nómina ¡inicial 
de probabilidades en orden no creciente, las dos últimas probabili- 
dades son р, Y Pm. Estas probabilidades se excluyen de la nómina, 
y su suma se inserta en el listado de tal modo, que en la nueva nómi- 
na obtenida las probabilidades no crezcan. Este procedimiento se 
repite hasta que se obtiene una lista de dos probabilidades. Después 
de obtenida esta nómina, a una de las probabilidades se Је otorga el 
símbolo 0, y a la otra el 1 (el código óptimo para un alfabeto de co- 
municaciones de dos lotras, para cualquier ley do distribución de las 
propabilidades). Luego, en correspondencia con el teorema, se cons- 
truye el código óptimo para tres letras para la correspondiente nómi- 
na do probabilidades, y así sucesivamente hasta que no se obtiene el 
código óptimo para el listado inicial de probabilidades. El método 
de Haffman se ilustra con este ejemplo: 


0, 


04 

0,2 0 
а 02 
42! 


Para la distribución de probabilidades dada, existen también 
otros códigos óptimos, por ejemplo, 


448 


Tabla 6 


El método de Fano de construcción de códigos cercanos a los 
óptimos, consiste en lo siguiente. La nómina de probabilidades orde- 
nadas еп forma no creciento se divide en dos partes (consecutivas), 
de tal modo, que las sumas de las probabilidados que integran estas 
partes, se diferencien lo menos posible. A cada letra del alfabeto de 
comunicaciones, que corresponde a las probabilidades de la primera 
parte, se lo confronta el símbolo 0 (6 4), y a las letras restantes el 
símbolo 1 (respectivamente, el 0). Luego, so procede de igual modo 
con cada una de las partes, si ella contíeno por lo menos dos proba- 
bilidades. El proceso continúa hasta que toda la lista no se divide 
en partes que contengan sólo una probabilidad. Ejemplos deXcódi- 
gos construidos por el mótodo de Fano, so muestran en la tabla 6. 

3.1. Do acuerdo con el código alfabético y (А) dado, construir ol 
grafo Gy y aclarar si es un código divisible o no. 


1) p (A) = (а, de, a, bcadd, ca), A=(1, i =T, 5); 

2) p(4) =(ddac, dd, eddab, a, cddd, b}, A=(1,1=T1,6); 

3) Ф(4) = (а, ab, ас, abb, bbacc}, A=(i, ¿=1, 5); 

4) p (А) = {abc, bbc, beb, саа, ас, cbcb, becabl, abcacbbb}, 
A={i, 11,3); 

5) p (А) = {abc, abb, bec, ccaa, beabbbec, tbecaaatca, abcabtabbteca), 
A=(,¿=1,7) 

6) p(4)=(ab, bb, ca, cha, alb, Lac, aate, сайа}, A={i, i =T, 8}. 


3.2. Sea que los números 1, 2, 4, 17, 98 se codifican con sus des- 
composiciones binarias de la longitud mínima posible. Por ejemplo, 
el código de la unidad es 1, el código del dos es 10, el del cuatro es 
400. ¿Es esta codificación divisible? 

3.3. Por el código indivisible dado «р (А) = faa, ab, ec, cca, 
beca) у por la palabra w en el alfabeto codificador B == (a, b, с) 
aclarar si la palabra w es código de alguna comunicación. Si es así, 
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entonces dilucidar si la palabra w es código de exactamente una co- 
municación. 


1) w == ccabecabecabeo; 
2) w = becaccabecabecacabeca; 
3) w = abbecaccabecaabab. 


3.4. Soa q (А) un código alfabético у Gy ol grafo de este código. 
Sea luego que el grafo Со es obtenido del G, el quitar todos los vér- 
tices que sean palabras on código. ¿Sigue siendo válido el teorema 1, 
si se reemplaza а G, por бу? 

3.5. Sea q (4) un código alfabético y Go el grafo dol mismo. Sea 
luego que el grafo Gọ se obtuvo de G, mediante la eliminación de 
todos los arcos con la marca A, que llevan al vértico A. ¿Continúa 
teniendo valor el teorema 1, si reemplazamos a G, por бу? 

3.6. Para el código q (4) divisible dado, construir un código pre- 
tio con la misma colección do las longitudes de las palabras en có- 

igo. 

4) ФА) = {01, 10, 100, 111, 011); 

2) Ф (А) = (1, 10, 00, 0100); 

3) Ф (4) = (10, 101, 111, 1011). 


3.7. Sea q (A) un código alfabético de potencia m, en el que la 
suma de las longitudes de las palabras en código es igual a N, y la 
longitud máxima de estas palabras, igual a l. Utilizando ol teore- 
ma 1, demostrar que el código «р (А) es divisiblo si, y sólo si, cada 
palabra que en el alfabeto codificador tiene una longitud no mayor 
que (L — 1) (N — m + 1), o bien es código de exactamonto una pa- 
labra, compuesta por las letras del alfaboto de comunicaciones A, 
o bien en goneral no es código de ninguna palabra de A*. 

3.8. Sean, К la menor y Г la mayor de las longitudes de las pala- 
bras оп código del código alfabético œ (А), y N la suma de las longi- 
tudes de estas palabras. Mostrar, que para establecer la divisibilidad 
del código q (4) es suficiente probar la decodificación unívoca, no 
más que рага Nl/k palabras en el alfabeto codificador. 

3.9. Consideraromos que dos palabras w y v on el alfabeto (0, 1) 
son equivalentes, si existe tal palabra и, que puede ser obtonida 
tanto de w como de v, con ayuda do las siguientes operaciones, emple- 
adas en un número finito: 

1) por tachadura de las subpalabras del tipo 10 y 1001; 

b) intercalando en los espacios entre letras'), las palabras dol 
tipo 10 y 1001. ый 

¿Son o no son equivalentes los siguientes pares de palabras w 
yv: 

1) w = 4010101, 

2) w = 10010010, 

3) w = 11011010, 


. 1) También se permite añadir las palabras 10 y 1001 a la derecha y a la 
izquierda de la palabra que se transforma, 
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3.10. Sea que M es un conjunto compuesto por m palabras no 
vacías en el alfabeto A, que tiene k letras. Mostrar que: 

1) en M se hallara una palabra cuya longitud no өз menor que 
log, (4 + т (k — 1); 

2) para todo e > 0, la porción de aquellas palabras en M cuyas 
longitudes no resultan menores que (1 — e) log, (1 + m (k — 1)), no 


supera а (4) m, para m>2, k>2. 


3.11. Sea que en el código alfabético binario С, de potencia 
9" + 4, cada palabra en código tiene una longitud que no supera а л. 

1) Demostrar que el código С no os prefijo. 

2) ¿Puede ser divisible el código C? 

3.12. Para las distribuciones de probabilidades de aparición de 
letras dadas, construir los códigos óptimos porel método de Haftman. 

1) P = (0,34; 0,18; 0,17; 0,16; 0,45); 

2) P = (0,6; 0,1; 0,09; 0,08; 0,07; 0,06); 

3) Р = (0,4; 0,4; 0,1; 0,03; 0,03; 0,02; 0,02); 

4) Р = (0,3; 0,2; 0,2; 0,1; 0,1; 0,05; 0,05). 

3.18. 1) Para las distribuciones de probabilidades del problema 
anterior, construir los códigos por el mótodo de Fano. 

2) Poner un ejemplo de una distribución de probabilidades, con 
Ja que el código, construido por el método de Fano, no es óptimo. 

3.14. Sea C = (Uy, Wa, - - -, Wm}, Un código binario óptimo, que 
responde а la distribución Р = (P р... Рт), P>Pa>. >> 
++ -Pm Mostrar que: 

4) А (ш) <A (шу), si pi > Py 

2) El código С os completo. 

3) Existen dos palabras en código de longitud À (wm), que tie- 
пеп prefijos iguales, de longitud À (Wm) — 1. 

3.15. Mostrar que si т no es exponente de dos, entonces con cual- 
quier distribución de probabilidados Р = (Pi, Po; -> Рт), еп 
ol código óptimo se encuentran dos palabras que tienen diferonte 
longitud. 

3.16. Apoyándose en los problemas 3.14 y 3.15, así como en la 
definición do código óptimo, explicar por quo los códigos que a con- 
tinuación so indican, no son óptimos con las distribuciones de pro- 
babilidades dadas. 


1 > 3) 
Pi w Pi |. Д Pi w, 
0,6 o ов |a па ен 
0,2 10 o2 | o ШЕ 
ол s 0,15 | ом 02 A 
4 o o, o 
o o5 | 000% Ta ME 
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3.17. Hallar el menor m y tal distribución de probabilidades 


Р = (р, Pas - + <> Pm)» para los que existen códigos óptimos, que 
se diferencian por las colecciones de longitudes de las palabras en 
código. 


3.18. 1) Mostrar, que la longitud máxima de la palabra en códi- 
go en un código óptimo de potencia m, no supera a m — 1. 

2) Mostrar que para todo m entero (m>2) se halla una distri- 
bución de probabilidades P = (pj, Pe 2. ., Pm) que cumple la 
siguiente condición: existe un código óptimo que responde a la distri- 
bución P, tal que la longitud máxima de la palabra en código en él, 
es igual a m — 1. 


3.19. Mostrar que no existen más de (2°!) prefijos comple- 
tos de los códigos binarios de potencia m. 


3.20. Un código se Jlama casi uniformo, si las longitudos do sus 
palabras en código по so diferencian en más de una unidad. Mostrar, 
que para todo m natural, un código casi uniforme es óptimo para 


la distribución Ре (E ). ¿Es cierto lo contrario? 

3.21. 1) Mostrar (por inducción con respecto a m), que la suma 
do las longitudes de las palabras en código del código óptimo con m 
comunicaciones, no supera a +(m + 2). (т — 1). 


2) Mostrar que para cada m>2, entero, la evaluación indicada 
en el problema anterior, es alcanzable. 


me 


3.22. Sean gı, 2 » - <> Em, caras arbitrarias del cubo В" inter- 
secadas de par еп par, y de dimensiones Ty, Fe, ..., Tm» respectiva- 
mente. 


1) Utilizando la ovidente desigualdad 5 2 2", mostrar, que 
las longitudes А. (шл), А (шз), ~., 2 (оъ) de las palabras del código 
prefijo binario arbitrario С = (шу, Wz, ..., Wm}, cumplen соп la con 
dición 2 20 Șt. 

2) Mostrar que para el código prefijo completo, es justa 
la igualdad 2 2H „4, 


3) Mosrtar que sí У, 27™<41, dondo % son números naturales, 
© 


i= Ī, m, entonces existe un código prefijo con longitudes de palabras, 
iguales а da, Ха, 02, Amo 

3.23. 1) ¿Es cierto quo en un código binario óptimo el número 
de palabras en código do longitud maximal es par? 

2) ¿Es verdad que este númoro es exponente de 2? 

3.24. Sea С = (Uy, Wa ..., шь}, un código binario prefijo 
completo, y sea que А (w) 2А (1,41) para todo i = 1, m—1. 
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Mostrar que para m>2, para todo i = 1, т — 1, es justa la desi- 
gualdad А (10/41) — X (10) <loga m — 1. 

3.25*. Sea Lm el menor entero, para el que existe un código pre- 
fijo binario de potencia m y con una suma de longitudes de las pa- 
labras en código, Lm. Demostrar, que Lm >т llogam), para m>2. 

3.26. Mosrtar que las longitudes de las palabras en código А (ш), 
A (Wa), ..., Арл), del código óptimo binario C=(10,, шь, » .., шш}, 


se somete а la condición У) 27%"? =4, 
= 


3.27. Sean Р = (ру, Pas .. -» Pm), una distribución do probabi- 
lidades (p, >0, # = 1, т), y 2 (Р) = inf Lo (P), dondo la cota 


inferior se toma por todos códigos prefijos binarios de potencia 
т (m>3). 

4) Mostrar que £ (Р) > 1. 

2) Demostrar que para cualquier e > 0 y para cualquier entero 
m>1, existe una distribución de probabilidades Р = (p,, рь, ... 
А Pm), tal, que Z(P)<1 + e. 

El mótodo de Shennón para la construcción de códigos cercanos 
al óptimo, consiste en lo siguiente. 


Sea P= (р, Pa +- A т<, 


la distribución de probabilidades de aparición de las letras del 
alfabeto de comunicaciones А = (41, Gs, .. -, @m}. Entonces, a la letra 


a, so le confronta la palabra en código de longitud l= | log Ef, 
compuesta de las primeras (después de la coma) l; cifras de la 
er] 


descomposición del número q,,= У) ру en la fracción binaria infi- 
jmt 


nita (con insuficiencia). 

Por ejemplo, si P = (0,4; 0,3; 0,3), entonces, el código de la 
letra a, es 00, el de la а, es 01, y el de la as, 10. 

3.28. Construir, por el método de Shennón, los códigos para las 
distribuciones de probabilidades de los problemas 3.12, 1), 2). 

3.29. Indicar el menor m, para el cual existe una distribución 
de probabilidades Р = (ру, Pas ..., Pm) tal, que el código construi- 
do por el método de Shennón para la distribución de probabilidades 
dada, no sea óptimo. 

8.30, Demostrar que un código construido por el método de 
Shennón, es prefijo. 

3.31. Sea 2" (т) = sup inf Ze (P), donde la cota superior so 


toma por todas las distribuciones P = (ру, Pa, .. ., Ра), tal que 
p>0, т, m, 2р1. 1) Demostrar que £* (m)> [logs т]. 
2) Demostrar que £* (m)<llogs т] +1. 
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Capítulo 
VI 


AUTOMATAS 
FINITOS 


$ 1. FUNCIONES DETERMINADAS 
Y DE DETERMINACION ACOTADA 


Sea A un alfabeto finito no vacío. Los elementos del mismo se 
Патап letras (o símbolos). Se Пата palabra en el alfabeto A a la 
sucesión, compuesta de letras de A. La longitud (número de letras) en 
la palabra w so anota mediante À (ш). El conjunto de todas las pala- 
bras 2% = z (1) æ (2) ... = (s) do longitud s (s>1) en el alfabeto A 
suele indicarso por medio de 4”. La palabra do longitud 0 (palabra 
vacía) se connota con el símbolo A. Con А* se indica el conjunto 


{лу y А", y por medio de A” el conjunto de todas las palabras 
s 


Te = x (1) æ (2) . .. donde z(t) €A, = 1, 2, ... Las palabras 
de A” se Патап palabras infinitas en el alfabeto A. 

La palabra w, que se obtiene con el agregado do la palabra ш, 
a la derecha de la palabra finita (o vacía) w,, se llama unión de las 
palabras w, y 0, y se indica mediante 1,t0,. Además, la w, se Пата 
comienzo (prefijo) y la palabra w,, terminación (sufijo) de la palabra w. 

an А у В dos alfabetos finitos no vacícs. La aplicación ф: 
A" >B” se denomina función determinada, u operador determinado 
(abreviado: d. función, o d. operador), si cum ple la siguiente condi- 
ción: para todo 52:1, el s-ésimo símbolo y (s) de la palabra Y = 
(29) es función unívoca de los primeros ssímbolos 2 (1), х(2),... 
+++, (5), de la palabra 2%. 

Si en las palabras т? y 29 los prefijos de longitud s (s>1) coin- 
сійеп, entonces también coinciden los prefijos de longitud з en las 
palabras ур = p (22) е УР = q (29). 

on Da, в se indicará el conjunto de todas Jas funciones deter- 
minadas (£.d.) del tipo ф: А° В“, 
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SiA=A,XA2X ... XA» y B = B, X B, X -.. X Bm 
entonces, la aplicación q: A® >B? induco m funciones p; = 


= Qi (Xi, Х,,...‚ Xn), i = 1, 2, ..., m, cada una de las cuales 
depende de n variables, además, la variable X; recorre el conjunto 
A? (j = 1, 2,..., n). Estas funciones se definen así. Soa 20 = 


=z (1)£ (2)... z(t)... una palabra de A% е уо = Фф (20) = 


= 00) y (д)... y(i)... Entonces, z (0) = (д, @), =, (D), 
lO), zN EAn I = z (1) z (0)... O 20 
= Gap, а»... жй; y = (и ved, <> Un (0), иЄ 
ЄВ, 0 = у. (0) у (0)... (0... р = (бе, V, a уз), 
Ф (г. P, oo a 28) =. 


Se puedo proceder a la inversa, a partir de las funciones ү, con- 
struir la aplicación Ф. 

E] concepto de función determinada de n argumentos, surge de un 
modo natural al considerar Jas funciones determinadas del tipo q: 


{Ау XApX ... X An)” В". 

La variable X, de la función ф(Х,, Х„,..., Xn): (41 XA X». 
«++ X An)” >B” se llama sustancial, si es que se encuentran dos 
colecciones (28, Z%, -... 2%) у (5%, 2%, ..., Z9) de valores de 
las variables кА у, ‚ Ха, que so diferencian sólo рог el primer 
elemento, y tales, quo Ф (д, 29, ..., тщ) 96 р (29,23, ..., 29). 


Si la variable X, no es sustancial, entonces se denomina ficticia 
(о insustancial). Análogamente se determinan la sustancialidad o la 
ficción de cualquier otra variable X ,, de la que dependa la función dada. 

Se dice que la función Ф (Xy, Xa, . . .. Xn) depende sustancial- 
mente (insustancialmente) de la variable X¡(1<i<n), si esta 
variable es sustancial (respectivamente, ficticia) de la función q. 

Si A os el conjunto de todos los vectores de longitud n con ele- 
mentos de E, y В el conjunto de todos los vectores de longitud m 
con elementos de E;, entonces, en lugar de Y 4, y se empleará la de- 
signación Df;?. Para n = т = 1, los superíndices se omitirán, 
indicando Ф, еп lugar de Ф};}; si k = 1, el subíndico será único: 
Фр". 
A veces resulta cómodo considerar que Іа f.d. ф de Фл, y se realiza 
por algún mecanismo discreto (autómata) У ¿ que trabaja Оп momentos 
discretos de tiempo £ = 1, 2, . . . En la entrada de este mecanismo, 
en cada momento £ se da una señal 2 (t), y en la salida aparece la 
señal y (2) (fig. 23). Las palabras 2% se denominan de entrada, y las 
yo, de salida; А es el alfabeto de entrada y В el de salida del autómata 
Ay SIA =A, ХА х... X An yB =B, ХВ Хх... X Bm 
entoncos, se puede considerar que el autómata 9 „ realiza m funcio- 
nes determinadas, cada una de las cuales depende do z variables. 

Cualesquiera dos funciones q, y Pa de Da, » so llaman distintas, 
si existe una palabra de entrada 72, modificada por éstas en dife- 
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rentes palabras de salida, o sea, si q, (29) = Ф, (29). Si la_igualdad 
Ф (29) = Фо (29) se cumple para toda palabra de entrada 2%, enton- 
ces, фу у Pa se denominan funciones determinadas equivalentes o in- 
distintas. $ 

Sean 9EDa z y PEQ, в. Si existe la palabra 2: € A”, tal 
que q (2320) = ф (23) p (2%) *) para cualquier palabra 2° Є.49, en- 
tonces, el operador p se Пата operador residual del operador ф engen- 
drado por la palabra т}, y se lo indica mediante za. El conjunto 

Я 


Q (p, 25) de todos los operadores residuales del operador Ф, equivalon- 
tes al operador фу, forma una clase de equivalencia, denominada 


estado del operador Ф, contenedor del operador residual чу. El estado 


zg 
20 и) 


Fig. 23. 


que contiene el operador p se denomina inicial. Si y EQ (q, 5), 
entonces, diremos que el operador p se realiza con el estado Q (p, 25) 
del operador «p. El operador ф se denomina acotado-determinado 
(abroviado: 0.a.-d. o f.a.-d., función acotada-determinada), si tiene 
un númoro finito de estados distintos de par en par. El número do 
los distintos estados de una f.a.-d. se llama peso de la misma. Si el 
conjunto de los distintos estados de par еп par del operador Фф es 
infinito, entonces, consideraremos que el poso del operador ф os оо. 
Indiquemos con Фл, pel conjunto de todas las funciones de Da» 
que son f.a.-d. 

Al considerar las f.d. es cómodo utilizar la representación gráfica 
de las mismas en forma de árboles informativos infinitos. Sea A un 
alfabeto de n letras. Соп D 4 designamos al árbol radical orientado 
infinito, que cumple las condiciones: 

(a) el semigrado de salida de cada vértice, incluida la raíz, es 
igual a n; 

(b) el semigrado de escala de la raíz es igual a 0, y de todo otro 
vértice a 4; 

(с) cada arco del árbol D 4 tiene adjudicada alguna letra del alfa- 
beto A, además, a distintos arcos que parten de un mismo vértice 
del árbol (en particular, de la raíz) se les atribuyen letras diferentes. 
La raíz del árbol se considerará como un vértice de rango nulo; si el 
vértice v es el extremo final de un arco que sale de un vértice de 
i-ésimo rango (¿>0), entonces, v se llama vértice de (i + 1)-ésimo 


зу Aquí, mediante Фф (0) teindica el profijo de longitud s de la palabra de 
entrada Ф (202%). 
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rango. Arco de la j-ésima fila (¡>1), se llama al que parte de un 
vértice de (j — 1)-ёзіто rango. А toda cadena orientada infinita en 
el árbol D4 le corresponde una palabra de 4%. En la fig. 24 se 
muestra un fragmento del árbol D 4, А = {0, 1} ¡compuesto de las tres 
primeras filas de este árbol (aquí y en adelante, supondremos que el 
símbolo 0 corresponde al arco izquierdo que parte del vértice, y el 
símbolo 1 al derecho); con arcos en negrita se destaca la cadona que 
corresponde a la palabra 101. 

El árbol cargado D 4, p se obtiene del árbol D 4, agregando a cada 
arco alguna palabra del alfabeto B. A toda cadena infinita orientada 


Fig. 24. Fig. 25. 


en el árbol D4, » le corresponde una palabra do B®, compuesta рог 
las letras adjudicadas a los arcos de esta cadena, Por eso, puede con- 
siderarse que el árbol cargado Da, р da (realiza) la aplicación q: 
ACB", quo os una f.d. En la fig. 25 se muestra un fragmento de 
un árbol cargado Da, y, donde А = (0, 1) y В = (0, 1, 2); la 
f.d. que corresponde а este árbol, modifica, por ejemplo, la palabra 
1010, haciéndola 2012. 

Sea que D д, в es un árbol cargado que realiza la f.d. Ф. Al ope- 
rador residual Py, (5220) del operador ф, le corresponde el subárbol 


Da. в (2%), quo crece a partir de un vértice v (25) de s-ésimo rango, 
en el que concluye la cadena que parto de la raiz y contiene exacta- 
mento s arcos; además, a esta cadena en la i-ésima fila le corresponde 
el arco marcado con la letra =, (i) € A. 


Si los operadores residuales Pys, Y Pz, son equivalentes, entonces, 
iY Pap 


los vértices que les corresponden v G) y v (2) y los subárboles quo 
parten de estos vértices también se llaman equivalentes. El peso del 
árbol, realizado por la f.d., es igual al peso, de esta función, y, en 
consecuencia, al número máximo de vértices (o subárboles) no equi- 
valentes de par en par del árbol dado. 
1.1. Aclarar, si es f.d. o no la aplicación q: (0, 1) +(0, 43%: 
1) Ф@@@.. z (2) z (3) ..., o sea y (0) = z (t +4), 


t>1; 
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2) q ee) = 10100100010. . .010. . .010 para cualquier palabra 
Же 
de entrada 2%; 

3) ф(х (1) z (2) z (3) ...) = z (1) æ (2) z (1) z (2) 2 (3) .. © 
sea, y (1) = æ (1), y (2) (2) e y (t) = z (t — 2) рага ¿>3; 

4) ẹ (æ (1) æ (2) . Oz (1 + z (2)) z (1 + 2 (3)) ..., osea, 
v (1) =Ò, y () = z (1 +2(0) para 122. 

1.2. ¿Es о no una función doterminada la q: (0, 1)° (0, 1)°, 
dada mediante la siguiente десен verbal? 

4) La palabra 20 = z (1) z (2) . . . se transforma en la palabra 
0% = 000. ., si existe tal ё, ое z (1) = 0; en el caso contrario 
ф (ao) =1 ао =, 

2) La s-ésima letra у (s) en la palabra у® = q (2%) es igual а 0, 
si para algún ¿<s se cumple la desigualdad z <ar 
+ z(t + 2); en el caso contrario, y (s) = 

3) La s-ósima letra y (s) en la palabra & = q (2%) es igual a 0, 
si existe un ё >> ғ tal, que = (t) < z (s); en el caso contrario, y (з) = 


4) y (1) = Оу para s > 2 el número de ceros en ol prefijo y (1) х 


x y (2)... y (s) de la palabra gê = q (2%) es en una unidad mayor 
que el número de ceros en la palabra z (2) £ (3) ... æ (s). 


А cada palabra 39 = z (1) z (2) ... æ (i)... de (0, 1) le 
correspondo algún número v (2%) del segmento [0, 1, cuya no 


sición binaria tiene la forma 0, æ (1) 2 (2)... z(0) ... Si ає 
Є[0, 11, entonces, su descomposición Білагіа!) 0, aty . 

genera le palabra (a) = z (f) z (2) -2 (9) >.< dondo (0) = 
= а (t 


1.3. Aclarar si өз о no f.d. la q:(0, 1J0>-(0, 1}°. 

0 o EY; 4 09) (ED: 

2) Ф( =ч + 5) ф(2®) =(1—v (20). 

3) e (E) ; 

1.4. Es o no función determinada la Q(Xw Xy... Xn): 
(0, 1)» (0, 19e х... x (0, 1)2>-(0, 1}%? 


т veces 


1) p (Zp, 2) 


Le si v (Zv (T), 


бә en caso. contrario; 


1) Si a = p/27 (п >> 1), entonces, se considera una descomposición binaria 
tal, que contenga una infinita cantidad de ceros. 
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296 ж={” 


TP, si v (Ep v (F) 912 

az? en caso contrario; 

3) е GP, ЖЕ, 2) E d+ ENVE), 
те en caso contrario; 

4) T A [000700 si v(9)=1 


2) 
Õe en caso contrario. 

1.5. Las funciones parciales indicadas más abajo q: (0, 1}° > 
>-(0, 1)” no están determinadas solamente en la palabra 0° = 
.0... Aclarar, cuáles de estas funciones se pueden pro~ 
definir hasta a determinación, y cuales no. 

0) (2° 


Жә, зі en cada prefijo de la palabra 


que el de unidades, 
To en caso contrario; 
2) ф(2%) = у (1) y(2) ..- y (t) ..., donde 
wo-{? si Яв ((в«И)& (z(8)=1)), 
1 en caso contrario 
3) p &)=y (1) y (2) 


y (0) ..., donde 

1, si para algún s<t en el prefijo. z(t) æ (2) . 

y(t)=% ol númoro de ceros es mayor que el de unidades, 
z(t) en el caso contrario, 

4) Ф (09) = у 0) у 0) 


026) 
O) 
‚®©={ я 


2% el número de ceros no es menor 


++ donde 
1, si v(æ (1) æ (2)...w(t)00 ...)<1/2, 
0, en caso contrario. 
1.6. 1) Refutar la siguiente afirmación: si la función Ф (Ху, X4): 
(0, 19% ж (0, 1)° —> (0, 1)” depende sustancialmente da la variable 
X, y para toda palabra (fijada) Z? € (0, 1)° q (X,, 29) es una f.d., 
entonces, la propia función p ЖЖ, 2) es determinada. 
2%) Sea que la función q (Xa, X4): (0, 1)° X (0, 19% > 
cumple la condición: cualesquiera que sean las palabras Z? y 
(0, 13%, las funciones Ф (Х,, 72) y q (29, X. 


«©. 1° 


¿Resulta entonces determinada la función q (X4, 


йе 
a) son a үч 
xy? 
1.7. Para la función y2 = q (2%), que pertenece al conjunto Dg, 
construir un fragmento de un grafo cargado, contenedor de las s 
primeras filas. 
1) 0(0) = 


ley 
2) y (1) =0 


(t) = z (t — 1), para £>2, s = 3; 
() =2(90 y (t — 1), para t>2, s = 4 
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3) ө()= (5). з= 8; 
4 DL, sk 


1.8, De acuerdo con la función q (2%) € D, dada, representar en 
el árbol cargado una cadena que corresponda al prefijo т^ de la pa- 
labra do entrada 2°, y oscribir el prefijo y* de la palabra de salida yo, 

1) q (2%) = 10100100010 ... (о sea, y (t) == 1 sólo para 


t=(73).1=2,3....), Z =0101001; 
2) об) (36), (а) 2 = 1111101, (0) 37 = 1010110; 


LM (0 >, 
3) у(0= F en caso contrario, 


(а) 210 = 0101010110, (b) = 210 = 1100101110. 


1.9. El árbol cargado que corresponde a alguna función q (2%) Є 
€ 0,, tiene la siguiente forma: al arco izquierdo que parte de la 
raíz se le adjudica el 0, al derecho, el 1; si v es un vértice de i-ésimo 
rango (i>1) y al arco de la ¿-ósima fila que hace escala en el vér- 
tico v se le otorga el símbolo о € (0, 1), entonces, al arco izquierdo 
que parte de v se lo connota con el mismo símbolo ø, y al arco dere- 
cho con el símbolo с (que es negación de о). 

1) ¿Es cierto, quo para esta función la s-ésima letra de la pala- 
bra de salida ў» = q (2%) es hallada a partir de la relación: 

(a) y g = z (1), y () = & (s — 1) Ө z (s) para s>2; 

(b) y (1) = z (1), y (2) =z (1)® z (2), y (s) = z (s — 2)® 
© = (s), рага s>3; 

(с) уб) = z (1)® (0) Ө... © (8)? 

2) Hallar el peso de la función «. 

1.10. ¿Son equivalentes los operadores residuales Фа Y Фу de 
la función determinada p €Q? 


1) y (Z) = 10100100010 ...(o sea, у (t)=4, sólo para t= ( Zie 
i=2, 3, ...), деи, 2 =010; 

D ө(@)= (чуу, %<=10, Z= 00101; 

3) 0 (269), Zi=1, Вои, 

4) (2) =y(Dy(2) ...o 


0, si z (1)+2(29)+... 42100) «0/2 
1, en caso contrario, 
2,=10, Z —010110. 
1.11. Aclarar si q, es operador residual de la función ФЄФ,. 
y(1)=0, 
De { E 
Py Ox) 971) 1>2 


‚®©={ 


pozi 

vD =F 0—1), 122; 
00)=1, 

d a 0 Ств-0), г>, 

=0, 

os СЕ 


Ф: 


u(t) =y (0—1), t>2; 


y(1)=0, 

00 = 200-2010) VZ(0:2((41),24>2, 
ие 

y()=x() Өу@—1), 22:2; 


4) o= (4), ®®)= (чуу. 
1.12 Aclarar si la función ФЄФ " es a.-d. función y hallar 
su poso, 
ЈУ) =00) = 1, 
D oG (оста эа 
›@у==(-+Е1), #215 


2) pE: М (01—41) = 200, 2215 
у) =1, 

3) ф(29): $ y (22—41) = 2(21—1) Фу (2—3), £>2, 
y (21) = z(2t—1), t>1; 


м0) =2,(1) @ (1), 
_ [0 = 2,0) Ө 2200) Фу (2—1), t>2, 
4) ф(29): ya (1) ==, (1)-22 (1), 
из (t) =z, (@)-4 (t) Ө ху (t)-ya (1—1) 
Өз ()-y (t—1), 222; 


Ya(1)=0, 
“ (=y @—1), 222. 
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и@=1, 
5) (05: J 70—00), t>2 


1.13. Sea Da, a un árhol cargado que realiza la a.-d. función 
q: A% -- В°. Cada vértice del árbol D д, в lo indicamos con un nú- 
mero igual al poso del subárbol que crece a partir del mismo. Obte- 
nemos un nuevo árbol Da, s. 

1) Para todo r>1 poner un ejemplo de a.-d. función q tal, que 
cada vértice en el árbol D д, в, correspondiente a la función q, esté 
marcado con el número r. 

2) Рага todo r>2 poner un ejemplo de a.-d. función Ф tal, que 
paraj=0,1, ..., г — 1, cada vértice de j-ésimo rango en el árbol 
Da, в, correspondiente а la función q, esté marcado con el núme- 
ror—j. 

1.44. 1) Demostrar que el árbol D4, р, construido de acuerdo 
con las condiciones del problema 1.13, posee la siguiente propiedad: 
la sucesión do números v (vı), v (va), . . ., atribuidos а los vértices 
de la cadena orientada ру, (Vi, Va), Va » (Vas Va), Va» - . . (finita o in- 
finita), es monótona no creciente y, en el caso de una cadena infi- 
nita, esta sucesión se estabiliza. 

2) Mostrar quo cualquier operador residual de la función Y Є Фа, в 
tiene un peso no superior al de la función «. 

1.15. El árbol que realiza la función фо (2%) € D,, tiene la si- 
guiente forma: el símbolo 1 so le asigna solamente a aquellos arcos 
que pertenecen a la cedona orientada que parte de la raíz y que co- 
responde a la palabra de entrada 10100100010... (aquí z (f) =4 


únicamente para t=( } ) , #=2, 3, . . .); a los restantes arcos se les 


otorga el símbolo 0. Demostrar que la función фе tiene peso infini- 
to y, por consiguiente, no es acotada-determinada. 

1.16. Para cada r>2 construir vn ejemplo de a.-d. función tal, 
de peso r, que satisfaga la condición: en el árbol cargado que realice 
esta función, el símbolo 1 se Je inscribe solamente a los arcos de 
cierta cadena orientada infinita Z, que parte de la raíz; a los restan- 
tes arcos (que no pertenecen ala cadena Z). seles asigna el símbolo 0. 

La palabra 7% Є 4° se Пата casiperiódica, si es que existon tales 
números enteros л, y 7, que no>4, T>1, y z(n + T) = z (n) 
para n>Rp. Además, el prefijo z (1) æ (2)... æ (np — 1) de la pa- 
Jabra 2° se llama preperíodo; el número ny — 1, longitud del prepe- 
ríodo; la palabra z (ny) т (no + 1)... (л, + T — 1), período de la 
palabra 3%; y el número T, longitud del período. Es cómodo escribir 
una palabra casiperiódica así de la forma 2 (1) 2 (2) ... a(ny—1)x 
X lz (n +4) -.. 2(2+7—4)1%. 

1.17. 1) Demostrar quo si la función y € Uy, в, entonces, toda 
palabra casiporiódica de A® se transforma'con la función Фф en una 
palabra casiperiódica de B®. 

2) Mostrar sin salir de los límites del conjunto Ф,, que la afir- 
mación contraria a la formulada en, 1), no es-correcta. 
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INDICACION: Véaso el problema 1.15, 

1.18. Refutar la siguiente afirmación: si la función determinada 
Ф(Х,, Xa): (0, 192 х (0, 19 —> (0, 1)” depende sustancialmente 
do la variable X, y para toda palabra (fijada) 2° € (0, 1)° p (Xy, 29) 
es a.-d. función, entonces la función «р (X,, Х„) también es acotada- 
determinada. 

1.19. Sea que todos los vértices de un árbol cargado están divi- 
didos del modo corriente en clases de equivalencia. Demostrar que 
cualquiera que sea la clase de equivalencia, en ella existe algún 
vértice v que cumple la condición: todos los vértices en la cadena 
orientada que parto de la raíz del árbol y termina en el vértice >, 
son no equivalentes de par en par. 

1,20. 1) Demostrar quo para cada vértice de un árbol cargado 
que tiene peso r, existe otro vértice equivalente al mismo de rango 
no mayor que r — 1. 

2) ¿Se puede reemplazar еп el problema anterior а r— 1 por 
r—2, si r>2? 


Sean fı (Z1, 22, .. cs Zn), fa (Zis Zas » -s ndo oo Im (B Za e 
++ %n), funciones dol tipo Er X En X ... X Es >En dondo 


n vones 
k y 1 no son menores do 2. El operador ту, y 


tim do Dj; /" se Паша 
operador engendrado por las funciones fi, f 
1 


2 Ím SÍ para todo 


Mi @ = fi (40,2 (8), .-,2(0)1=1,2,....m. 
1.21. Mostrar que un operador de Фу: es engendrado (por algu- 
na función del tipo Ex X Ex х... X Er Ё) si, y sólo si, su 


п veces 


peso es igual a 2. 


1,22. Aclarar si os o по engendrado el operador q € ®} ?, dado 
por Jas siguientes relaciones: 


n (1) = 0, 
un (0) = z (t — 1)® y (t — 1), t>2, 
Ya (0) = 2 (9). 


1.23. El operador parcial ф: {0, 1) — (0, 1)” está dado sola- 
mente en las palabras de entrada 0° y 1%. Predefinirlo de tal modo, 
que se obtenga un operador con el peso mínimo posible. 

1) Ф (0% = 0101 [1001%, y (1% = 11 1101% 

2) ф (0% = 01 (0113, y (19) = 1010010001000010 ... (о sea, 
y (t) =.1, solamente рага t = (2), A 

1.24. 1) Demostrar que si | А ]>1 y | В | >1, entonces, la 
potencia del conjunto Фа в es igual а с (potencia de continuo). 

2) Hallar la potencia del conjunto Фл, „ еп aquellos casos en 
que, bien [А | = 1, о bien JB | = 1. 
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1,25. Las palabras 22 y 20 de А® so llaman s-equivalentes (se indi- 
ca: 2р ~ 29), si son iguales sus prefijos de longitud s (522 1). La 


Н 
relación ~ es relación de equivalencia y parte al conjunto 4” өп 


clases K; (5) de palabras s-equivalentes. 

4) ¿Cuál es la potencia de cada clase К (s) (s es un número fijado)? 
¿Cuántas clases Ку (s) distintas existen (para un s dado)? 
¿Cuántas clases distintas Ку, (= +1) existen еп cada clase 

К, (5) (aquí 1 > 1)? 

4) Demostrar que la aplicación Ф: A% -—- В® es función determi- 
nada si, y sólo si, para todo s > 1 y cualesquiera palabras тр y Z9, 
pertenecientes al conjunto A”, la relación 72 ~ 72 lleva a la rela- 


ción Ф (2) 95). d 


1.26. 1) Demostrar que si | В |>2, entonces, el conjunto Ô4, в 
es numerable-infinito. 

2) ¿A qué es igual la potencia del conjunto Ф, в, si | B | = 1? 

1.27. Soa un árbol cargado D4, в, quo realiza la a.-d. función q: 
A? —— B° do peso ғ. Cambiamos el símbolo de salida y algún arco 
de la j-ósima fila del árbol Da, в (consideramos que |B | > 2). 
Obtonemos el árbol Рл, y, que realiza alguna (nueva) a.-d. fun- 
ción q” de peso r’. 

1) Mostrar, que 1<r'<r + j. 

2) Poner un ejemplo de una a.-d. función y tal, que on ella so 
alcanza la evaluación superior, о sea, г' == r + j. 


$ 2, REPRESENTACION 
DE FUNCIONES DETERMINADAS 
CON DIAGRAMAS DE MOORE, 
CON ECUACIONES CANONICAS, 
CON TABLAS Y CON ESQUEMAS. 
OPERACIONES SOBRE FUNCIONES 
DETERMINADAS 

Sea Q = (Qu, Qis - +», Qu-1), el conjunto de todos los estados 
de la función ф de Фл, „. Cotejamos el orgrafo Ty а la función q: 

1) El conjunto de los vértices del orgrafo Г, os el conjunto Ew = 
=(0, 1, ..., ш — 1), además, se considera que el vértice ј co- 
rrespondo al estado Qy; 

2) Si фо y q” son operadores residuales de la función Ф, reali- 
zados respectivamente por los estados Q; y Q; (además, q” es tam- 
bién operador residual del operador ф®, que corresponde al prefijo 
T =a, y Фф (а29) = bo (29), entonces en el orgrafo To se 
tiene un arco (і, 3), y a éste se le otorga la expresión a (b); 

З) el arco (i, j) existe en Г. sólo si se cumplen las condiciones 
del punto 2). 
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El vértice de Г„ que existe en el estado inicial de la función Фф, 
habitualmente se marca con un asterisco. Supongamos que desde 
el vértice ¿ al ў van m arcos, a quienes se les atribuye las expresiones 
а, (O), а, (Da), ..., Gm (Bm) (aquí necesariamente ap ag, рага 
р з 9, pero algunos о todos los símbolos ò, pueden coincidir entre 
sí); entonces uniremos ¿ con j solamente mediante un arco (i, j) 
y le otorgaremos todas las expresiones ap (bp), р = T, m. El orgrafo 
Г» so Пата diagrama de Moore de la función q. Con Ty se pueden 
enlazar dos funciones: 

a) F: A X Q В, es la función de las salidas, 

b) б: A X Q >0, es la función de paso (do transición). 

Las funciones Р y G de Г, se definen así: por el par (a, j) halla- 
mos el vértice j y un arco tal, que partiendo de j, le es asignado el 
símbolo de entrada a (sea que este arco tiene la forma (j, ғ); el valor 
de la función F en el par (a, j) es el símbolo de salida otorgado al arco 
(7, г) y que se encuentra entre paréntesis en forma de símbolo a; el 
valor de la función G en el par (a, j) coincide con r, o sea, es igual al 
«número» de un estado tal, que «os terminación» del arco (j, г). 

El sistema de ecuaciones 

v (t) = E (z (0), q (t — 1)), 
q (t) = G (5 (t), q (t — 1)), (1) 
q (0) = do, 
donde z (t) €A, y(t) ЄВ, q(t) EQ, ((=1,2,...) y 4 EQ, se 
denomina: ecuaciones canónicas del operador «р con condición inicial до. 

Con ayuda del diagrama de Moore y de las ecuaciones canónicas 
se pueden formular tales operadores determinados, que no resultan 
ser acotados-determinados. El conjunto de los vértices del orgrafo 
T, que corresponde a un operador determinado así, coincide con la 
serie natural N = (0, 1, 2, ...). 

Si q es un operador acotado-determinado, entonces las funciones 
F (æ (t), q (t — 1) y G (2 (t), q (t — 1)) (véase el sistema (1) у los 
argumentos de los que dependon estas funciones, toman un número 
finito de valores; por eso es posible la formulación tabulada del a.-d. 
operador « con ayuda de la llamada tabla canónica: 

Tabla 7 


ao 
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En lugar de las ecuaciones canónicas (1) resulta cómodo conside- 
rar tales ecuaciones canónicas, en las que las funciones de salidas y 
de transiciones son funciones de la lógica k-valente P, (К > 2). Рага 
la obtención de la correspondiente representación del operador Ф 
los alfabetos A, B y Q se codifican con vectores, cuyas coordenadas 
pertenecen al conjunto E, (К > 2). Si p es un operador acotado- 
determinado y n = jlog, |A 11, т = Пов, | В Il, г = log, 10 Il, 
entonces, para la codificación de las letras de los alfabetos А, B, у 
Q es suficiente con tomar vectores (con coordenadas pertenecientes 
a Ey), que tengan dimensiones n, m y r, respectivamente!). Entonces 
el sistema (1) se transforma en el siguiente: 


0) =P (2100), ..., Ealt), 902—0), ..., 402—1), 
Ym (t) = Fm (21 (t), ..., 20 (0, 402—1), ++» 9 (2—1), 
а (== ба (а (0), <-s Zal), @@—1), ..., gr (6—1), (2) 


gr (t) = Gr (21 (£), ..., Zn (0, 02-10), 
2 (0) =, ...,› 4 (0) = gor- 
En adelante, se utiliza también la «escritura vectorial» de los 


sistemas análogos al (2). Con esta escritura el sistema (2) tiene el 
siguiente aspecto: 


{ YI (009 (1), 90 (2—1), 


qr (t—1)), 


ае 0) 69 (0900), LA), в) 
а (0) — ау. 


Las funciones F, y б en el sistema (2) son, hablando en general, 
parciales, o sea, no determinadas en todas partes. Habitualmente a 
ellas las predeterminan de tal modo, que los segundos miembros 
de las ecuaciones en (2) tengan la forma más simple posible. 

La tabla canónica que expresa al a.-d. operador q, correspon= 
dionte al sistema (2), tiene m + n + 2r columnas y k""” filas. 

Las ecuaciones del sistema (2) so denominan ecuaciones canónicas 
en forma escalar, y las del sistema (1), ecuaciones canónicas en forma 
vectorial. 

Puede considerarse que el sistema (2) determina el operador del 
conjunto Dj: ”. 

Sea que el operador determinado Ф está dado por el sistema (2), 
y que cada una de sus funciones F; у G: son funciones de la lógica 
k-valente Р, (k > 2), siempre determinadas оп todas partes. Consi- 
deraremos al operador p como si fuese un elemento del conjunto 
Фр". El esquema 2, del operador q se define del siguiente modo: 
3, representa una red, cuyos polos están indicados con los símbolos 
de las variables de entrada y de salida, y a algunos vértices que по 


3) Si el operador dotorminado Ф по оз acotado-determinado, entonces 
r= о. 
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son polos, se les inscriben los símbolos de ciertos operadores deter- 
minados (del conjunto Y у (© *). Al esquema del operador Ф de 


«Dj; ™ lo expresaremos en forma de rectángulo (fig. 26), con п cana- 
les de entrada y m de salida. Los canales de entrada se dibujan en for- 
ma de flechas que parten de los polos de entrada, y los canales de 
salida se representan como flechas que llegan a los polos de salida. 
Los polos se indican en forma de pequeños círculos. Si т = 1, еп- 
tonces al esquema E, dol operador q a veces lo dibujaremos como un 
triángulo (fig. 27) con n polos de entrada y uno de salida. 
Consideramos que en cada momento 1 = 1, 2, ‚ en la ¿-ósima 
entrada z; «ingresa» el símbolo de entrada z; (t) € E, y en la j-ósima 


Fig. 26. Fig. 27. 


salida y, «resulta» (se realiza) el valor y;(t)= F; (2, (0), ..., Zn (8), 
4 (t — 1), » - -. q» (£ — 1). Se dice que la salida y, depende con re- 
tardo de la entrada =, si la función F; (20% (t), q” (t — 1)) no de- 
pende sustancialmente de la variable z; (t). 

El concepto de dependencia con retardo puede formularse de 
otro modo. Consideremos, por ejemplo, el caso de una función de- 
terminada del tipo Ф (Ху, Х„...‚ Xn): А, X Aa Хх... X An ж 
— В y definimos la dependencia con retardo con respecto a la va- 
riablo Xy. La función p depende con retardo de Ху, si para cualesquiora 


palabras de entrada 20, 22, ..., 29 (27 € АЎ, j = T, n), la s-ósima 
letra de Ja palabra de salida Yo = Ф (20, тр, .. ., Za) se determina 
unívocamente con los primeros s símbolos de las palabras ZP, ..., 20 


y con los s — 1 primeros símbolos de la palabra 28. 
Sea la función determinada Ф dada por eli sistema (2) y Х, el 
esquema de esta función. Definimos tres operaciones sobre ф y sobro 


> 

1) Operación Оу, de identificación de un número de dos о más va- 
riables de entrada en la función Ф e identificación en el esquema Ep 
de los polos de entrada correspondientes a estas variables. Los polos 
identificados so consideran como un polo de un nuevo esquema. En 
la fig. 28 se muestra el esquema Xy, obtenido de Ey mediante la 
identificación de los polos =, у ту. 

2) "Operación Оу, de extracción de alguna variable de salida y, de 
la función q (lo que es equivalente a quitar del sistema (2) la ecua- 
ción y; (t) = Fy (2% (t), q” (2 — 1))) y de eliminación del esquema 
E, del canal de salida y del polo, correspondientes a la variable de sa- 
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lida y, (véase la fig. 29, en la que se representa el esquema Y y, obte- 
nido de Ey después de haber sido extraídos el canal de salida y el 
010 у). 
* ОР н. Si т == 1, entonces, al eliminar la variable y, (la 
única variable de salida), se obtiene un autómata sin salida. 
3) Operación Оз, de introducción de la retroacción para una va- 
riablo de entrada y otra de salida. Sea que en calidad de variable 


Ty Ta 


Fig. 28, 


do entrada se toma z; y como variable de salida, yy. La operación Oy 
se puede emplear (a la función: q en el esquema Y sólo en el caso 
cuando la salida уу depende con retardo de la entrada тү. Las ecua- 


Ty 


й yn 
Fig. 29. 


ciones canónicas para la nueva función y se obtienen mediante la ex- 
clusión de la ecuación yy (t) = Ру (29% (t), q” (t — 1)) del siste- 
ma (2), y por el reemplazo de la variable =; (t) en cada función 
Fa (95% 3) y Gi, por la función F} (z, (t), ..., ху (£), Zisa (br -© 


pon Zn (05 q (@— 1), -..» qr(£—4)), obtenida de la función 
Р, (æ™ (t), q (t — 0) quitando la variable no sustancial z (f). 
Las condiciones iniciales no varían. El esquema Ey se obtiene del 
3, como resultado de la identificación de la salida y, con la entrada 
21; además, los polos identificados se declaran vértices interiores del 
esquema Уу. En la fig. 30 se muestra el esquema Ey, obtenido del 
5% mediante la introducción de la retroacción por las variables 
z, O Ur 
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OBSERVACION 1. Si n= 1, entonces, al introducir la retroacción 
por la variable т, (y cualquier variable de salida), obtenemos un 
autómata sin entrada. 

OBSERVACION 2. Empleando las operaciones arriba enumeradas, 
es cómodo indicar entre paréntesis (como designaciones de estas ope- 
raciones) aquellos canales (polos y variables), con respecto a los 


Ty La л ` 


Y Ya 
Fig. 30. 


cuales se emplean las operaciones. Por ejemplo, 0, (zn £s)» 


О» (уз), Qa (210, Из). 
Definamos otras dos operaciones sobre las funciones determinadas, 


4) Operación О, de unión de dos (o de un número mayor) de fun- 
ciones. Sean q, Є DP" y p, Є Фд?'"", Supondremos que estas: 
funciones tienen zi, 2, ..., Za Y 27, 23, . A, en calidad de 


variables de entrada, e yi, Yi» ..., Ym © V Vir ++ -> Vm Como. 
variables de salida, respectivamente. Consideramos que todas estas 
variables son distintas de par en par. Sean Zg, y Ep, los esquemas: 
de las funciones q, y (ру, respectivamente. Entonces, él esquema: Xy 
de la función їр, igual а la unión de las funciones q, y фу, tendrá un 
aspecto como el mostrado en la fig. 31; además, los polos de salida 
(de entrada) del esquema Xy son todos polos de salida (de entrada) 
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de los esquemas iniciales Eo, y Eq, El sistema do ecuaciones canó- 
micas (y de las condiciones iniciales) de la función їр se obtiene рог 
una sencilla unión de los correspondientes sistemas de las funciones 
Pı Y Pa (con esto, naturalmente, se supone que los conjuntos Q® y 
Q% do todos los estados de las funciones Ф, у Pe по ве intersocan). 

5) Operación S, de superposición. Sean p, E Da, ву Pa € Dp, c- 
Se llama superposición q, («р») de los operadores pa Y Qı, а un operador 
PED,, с tal, que p (22) = 9, (9, (22) para cualquier palabra de 
entrada 2° de A”. Sean los operadores p; Є Di" ™ (i = 1, 2) y que 
a ellos les correspondan los esquemas Хо, y 2p, (consideramos que 
las variables de entrada y Jas do salida y los estados de las funciones 


А 


рїш, 32. 


% Y Pas son iguales а los de la frase anterior). Entonces se puede con- 
siderar «otra» superposición do estos operadores: identificamos, рог 
ejemplo, el polo de entrada т; del esquema Ey, con el polo de sali- 
da yi+, del esquema Ey,; el polo 2], con el polo у{+2, y así sucesi- 
vamente; por último, el polo 27,1, con el polo ym; obtenemos el 
esquema 2y (fig. 32), en el que: a) serán polos de entrada todos los 
polos do entrada del esquema Ze, y los polo3 do entrada del esquema 
Zo, que no hayan participado en el proceso de identificación arriba 
indicado; b) son polos de salida todos los polos de salida del esquema 
Zo, y aquellos polos de salida del esquema E, que no fueron identi- 
ficados con ninguno de los polos de salida del esquema Xp, Los 
polos identificados se declaran vértices interiores del esquema Xy. 
El esquema Xy se Пата superposición de los esquemas Eq, y Ep, 
(para las variables 2, — уй, д; — Yisa >>.» fa — уш). Si el 
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operador q, se da por el sistema 
yi (t) = Fi (21 (0, -oos Ta (0), й@—1),..., A 


Y OS Еш (жї, с, a 0, 00-0), 
GOD= (O, 22 (0, @@—1), 


da ((— 1), 
100—1), (Фу 


Ta l= Ga (010), ..., ам (0), @(@—1), d (@—1)), 
dr (0) = 901, ==.» 4, (0) = 9, 


y el operador qa, por el sistema 


yi (t) = Fi (21 (0), ..., 23, (0), 910—1), .. e AD), 


Vina (2) = Fina (24 ма Е ERON йв@—1), 
d (t) =G (zi (0), ..., 2.0, 940—1), 


da (E) = Gia (1 (8), 2... жый) 910—1), .. igati) 
44 (0)= йи, ..., 9, (0) = Gry 


entonces, al operador p, realizado por el esquema Ey, le corresponde 
el siguiente sistema: 


yi (e) = Fi (21, ®. 


yi (o) = Pita, в, ЕЕ 
И (0) = Е (Ел, ..., Ёш, 2а (Or ... 
өы Tha (д, 402—1), 9,0—1), 


Vina (6) Fina (Piso Fims Limpi (0), ... 
co 2.00, 402—1), -uas 4 (2—10), 
Ф (0) = 0102100), -a.s Zh (t), 900—1), ..., 


dr (t) = 61, (21 (0), ..., Zh (t), 902—1), 
a(t) = 61021, Fims mi-i (t) 
з Tha (t), qa (t 


(0—1) 


ara (t) = Gia (Еа, ~ mo Tmi (t), >. 
‚э Tha (t), R rs ara (t—1)), 
i (O= ин, ..., ал (0) = gór ga (0) = gits ===. Fra (0) = Göra 
donde; Р) = Е pa Deo r ам (0.460010), 0.064 (0—0), 7 = 
Ida т. 


т 


Se denomina elemento de retardo unitario (en el conjunto Фу) el 
operador acotado-determinado Ф,, dado por el sistema 


y =4(— 1), 
| 4 (9 == (0), (6) 
q (0) =0. 


Езмр1о. El operador Ф do Ф, es dado con ayuda de un diagrama 
de Moore, representado өп la fig. 33. La tabla canónica (véase la 


ADNO oyo) 


+ 
0 


10) 
Fig. 33. Fig. 34. 


tabla 8), las ecuaciones canónicas y la condición inicial para el mis- 
шо tienen el siguiente aspecto: 


Tabla 8 


2) =23(0V7(— 1), (7) 


(so =7 (0-21) 
9(0)=0. 


En la fig. 34 se ha diubjado el esquema que realiza este operador y 
se ha construido con el empleo del elemento de retardo unitario y 
del operador de Ф?, *, engendrado por la flecha de Pears z 4 y. Aquí, 
el operador engendrado por la flecha de Pears, se realiza con el es- 
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quema 


Ё7; 


y el elemento de retardo unitario, con el esquema 


Po 


Es sabido, que todo a.-d. operador de Ф' ™ pueae ser realizado 
por un esquema sobre un conjunto tal que contenga: 1) esquemas que 
realicen el elemento de retardo unitario; 2) los esquemas que reali- 
cen los operadores engendrados por las funciones de algún sistema 
completo en P,. En otras palabras, el conjunto de los operadores 
acotados-determinados, compuesto por el elemento ф, у рог los 
operadores engendrados por las funciones de algún sistema completo, 


en Рк genora un sistema completo |) Ф' ” con respecto a las opo- 


nm 
raciones O,, Os, О, О, y S. 

Овзкпулбтом. En adelante, al referirnos a la construcción del 
esquema de algún a.-d. operador q sobre algún conjunto M de opera- 
dores acotados-determinados, interpretaremos esto del siguiente 
modo: el esquema Х del operador Ф se construye con el sólo empleo 
de esquemas de una salida, que realizan los operadores del conjunto М 
(además, sólo se permite efectuar las operaciones Or, Oz, Оз, О, 
y S, salvo indicaciones adicionales). 

2.1. Construir el diagrama de Moore, la tabla canónica y las 
ecuaciones canónicas para la función q € Ф,. 


yQt—1)=x(2—1), t>1, 
y (21) =z (2) O y (214), t>1; 


y(1)=1, 
y (== (1-1) O 2 (1), 2222; 


1) E); { 


эе): { 


ы y (3t—2) =7 (3t —2), t>1, 
3) p (2%): $ у(32—1) =x(31—2), t>1, 
y (3t) = х (3t)-y (3t— 1), 2221; 


4) p (2%) = (2/3); 
5) (Z°) = (у (29) /8). 
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2.2. Predefinir de algún modo el operador parcial q: (0, 1)% > 


> (0, 1)”, además de tal manera, que se obtenga un a.-d. operador. 
Construir para el nuevo operador el diagrama de Moore, la tabla 
canónica y las ecuaciones canónicas. 


1) y (1014010]®) = [0141]®, p(011J9)=0[1]9; 
2) 90) =To, (1 1079) =[10]9; 
3) Ф (1 [10]®) = (013%, Ф (1001)•) =1 (10°; 
ae [р )=2 (34), t>1, 
(81) =3 (8:41), 1221. 
2.3. Hallar el peso del a.-d. oporador ф de Ф,, dado por las 
ecuaciones canónicas. 


y(0=2(0-5 0—10) V z (0-4 (0—10), 

2): | @ @ = (0+ @—1) V 20). @—1),_ 
9 (@ = (4) ga (t—1) V 2()-91 (t —1)- g(t —1), 
a (0) = д (0) = 1; 


u (=z (t) Ө а@—1) © (2—1), 
a= (0—10), _ _ 

ga (t) = (z (t) > а, (t—1)) > 2 (t)- q (2—1), 
4. (0) = (0) =1; 


2): 


blema anterior, 


3) y es dado por las ecuaciones canónicas del 
b 0) = 4; 


pero con cambios do las condiciones iniciales: q, 


vO = (= (> 000—1) g @—1), 
2010—9010) 0600—31), 
DPE) 0) 01—10) +2 (0, 

qı (0) = 4; (0) = 0. 


2.4. Sea que (Фр ", Xj, Xo- Xas Yu У... Y im) indi- 
са el conjunto de todas las funciones de Фу", cuyas variables de 
entrada son Xy, Xp, ..., Xn y las de salida, Уз, Ya - w 
Mostrar que en el conjunto (ÔF "Ху, Xe -o Xas Yo Уш... 
+++ Y m) ol número do funciones de peso w no es mayor que (w-K)"" ^» 


" "25. беа que el operador q do 43: ” está dado por el sistema (2) 

y las funciones бу, Ga, ..., Gm, enlazadas por la relación G, © 
әсе ... 0 6, = 0. Mostrar que el peso del operador ф по 
supera а 27-1, 
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2.6. Realizar el operador p € ÊF ™ con un esquema sobre el 
conjunto compuesto por un elemento de retardo unitario y por el 
operador engendrado por una línea de Sheffer. 


00) =9(2—1), 
De 9900) =2(0), 
900) =1; 


00) = (t) V a (0—1) 9 (2—1), 
a()=2(0>4 (1, 

9 (0) =g (2—1) V da (2—1), 

9 (0) = 0, 9. (0) = 1; 


Зур E= {г 1110]®, si 200, 


2) ф: 


1%, en caso contrario; 


4) el operador q es dado por el diagrama de Moore dibujado em 
la fig. 35; 


һ(бф==(@->@ (1), 
Ya (e) = (—1)-qe (2—1), 
5): ја (0) =F (t), s 
4 (t) = (0102—10) V ga ((—4)-2 (t), 
9 (0) = 02 (0) = 0. 
2.7. Según el esquema del operador ф Є Ф" construir las 


ecuaciones canónicas, tabla canónica y el diagrama de Moore. 
1) Véase la fig. 36, a; 2) véase la fig. 36, b; 3) véase la fig. 36, с. 


Fig. 35, 


2.8. Para la superposición эр = Ф, (Фз) de los operadores pz 
y ф de Ф,, construir Jas ecuaciones canónicas, el diagrama do Moore 
y el esquema Ey. El esquema “Ey debe ser construido sobre el con- 
junto compuesto por el elemento de retardo unitario y por operadores 
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engondrados por la implicación z ->y y la negación Ze 
n (=n (t-q (0, 
Yo: $ a (9 = (0—1) 2,0), 
Ф (0) =0, 
Ya (t) ==, (1) Ө (1—1), 
фа $ a (=z (E) V ga (0—10), 
а (0)=4; 
2) pı (2°) =(1/3), 
el operador p, es dado por el diagrama de Moore, que se muestra 


20 
T(t) 
20 
10 218) 
a o Й 
Рід. 36. 
10,000 
7 
Fig. 37. 
en la fig. 37; 
a. 100) =0, 
DaS APO 
mo POS 
ө (2°): Neat 1>2; 


zn. [900—1 
4) (59): (eos... t>2, 


Ф, (29): (1/7). 
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2.9. Construir las ecuaciones canónicas y el diagrama do Moore 
del a.-d. operador obtenido del operador Ф con la introducción de la 
retroacción por las variables жу, yy. 
in (t) =g (11) 2, (t) Zs (t), 
10 } Уз © = аз (t) V (а (t) g (t—1)), 
4@) = 72 (£) © q (t—1), 
900) 
(0) =g (t —1) — т (t) zs (1), 
ду: 0020 = (21 (0 y @@—1)) V 2200), 
q (t) = x3 (t) Ф g (t— 1), 
q(0)=0. 

2.10. Hallar cl peso del a.-d. operador, obtenido dol a.-d. opera- 
dor ф con la introducción de la retroacción por Jas variables ху, yz. 
W (t) = жа (£) — (zs (t) > (11), 

Ya (t) = za (t) — z, (1), 


DE | gO =z @) — (ау (0-® (0) —= (аъ (g E1). 
q(0)=0; 
a (t) = z, (£) za (t) >g (t— 1), 
ga 190200000), 
` Ja O= \/ 23) V ай@—1), 
40) =0. 


2.11. Sea que el operador їр se obtiono del operador y con ayuda 
de la oporación O, (identificación de las variables de entrada). 

1) Mostrar un ejemplo de un par de operadores ф y №, para el 
que so cumpla la desigualdad: el poso del operador es mayor que 
el dol ap. 

2) ¿Es posible que el peso del operador q fuese menor quo el 
poso de 1p? 

2.12. Sean, q, un a.-d. operador do peso r, y ар, un operador do 
рево г”, obtenido de p con la introducción de la retroacción por 
algún par de variables. ¿Es cierto que siempre 

1) г; 2) r= r; 3) r<r? 

2.13. Sea que los a.-d. oporadores q, y Ф. tengan los pesos ry 
Y гу, respeclivamente, ¿A qué os igual el peso de) operador p obtenido 
de ф y Ç, con ayuda de la operación O, (de unión)? 

2.14. Los a.-d. operadores q, y q» tienen posos igual агу угу, 
respectivamente. ¿Puede ser el peso do la superposición (р, (P3 


1) mayor que 7; 4) mayor que луг; 
2) mayor que ra; 5) menor que лу; 
3) mayor que 7, +ra; 6) menor que rg? 


2.15, Hallar el peso de la superposición q, (фу), si: 
1) los operadores фу y Ф, son dados por los diagramas de Moore 
representados en la fig. 38, a, b; 
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2) los operadoros Ф; y a se expresan mediante los diagramas 
de Moore de la fig. 39, a, b; 
vi (9 = ж (t) >q (t — 1), 
3) er {% O =g (t — 1) >n), 1=1,2. 
qı (0) = 0. 
El operador q de Ф, y se llama autónomo (constante, operador 
sin entrada), зї para cualquier palabra de entrada ză € Ао el valor 


om 210 т 


а) b) 
Fig. 38. 
0 7 T 
a) 


Fig. 39. 


del operador p en 3° es igual a una misma palabra (de salida) de B®. 
2.16. ¿Es autónomo el operador y € Ô,? 

ro [7000 0) =1, 

DPE: | y=) Dut, 023; 


y(t) =z (t)>q(t—1), 
Do 


q()=x() V @@—1), 
q(0)=1; 


y) =z (gt 1), 
29 руа), 
(0)=0; 
y(1)=0, 
y (2t—1)=y(2—2), t>2, 
[ven =|cos $ |. t>1. 


2.17. Sea un operador autónomo de peso г (r < со). 


4) 9 (29): 
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1) Mostrar que la palabra de salida del operador Ф es casi pe- 
riódica. 
2) Demostrar que la suma de las longitudes del período y del 
preperíodo de la palabra de salida del operador q, по es mayor que r. 
2.18. Sobre el conjunto 


Ml ре pm } 


construir un esquema Xo tal, que contenga exactamente cuatro 
elementos де M y realice algún operador autónomo q de Ф, (véase 
la observación de la página 173). 

2) ¿Se puede construir (sobre el conjunto М) un esquema Ey 
que realico algún operador autónomo q de Ф, y que contenga menos 
de cuatro elementos? 

Operación Os, de ramificación (do alguna salida de una a.d. 
función). Esta operación puede ser definida así. Sean ф, un opera- 
dor de Qi”, y E, el esquema que lo realiza. Como resultado del 
empleo de la operación Oj en la salida y, de la función Ф, se obtione 
el operador sp, quo realiza un esquema Ey tal, que en lugar de un 
canal (y polo) y, aparecen varios canales yj”, ..., y$? (s > 2) 
que «trabajan igual» siendo que cada uno de estos canales realiza 
Ja misma función que y, еп el esquema Ey. 

2.19. 1) ¿Qué cambios hay que introducir en el sistema do 
ecuaciones canónicas y de condiciones iniciales que dan la función q, 
para obtener un sistema correspondiente a la función їр, que sea 
resultado del empleo de la operación Оз en la salida y; de la función q? 

2) ¿Se puedo, empleando las operaciones O, — Os y S, construir 
sobro el conjunto M (véase el problema 2.18) un esquema Xp, tal, 
que contenga no más de tres elementos y realice el operador autóno- 
mo q de Ф,? (Véase la observación de la página 173.) 

2.20 Sea que el operador № fue obtenido de ф € Фу" como 
resultado del empleo de la operación O; en alguna salida del opera- 
dor ф. Mostrar que el operador їр se puede realizar sobre el conjunto 
(Ф) (o sea, utilizando varios ejemplares del operador q) con ayuda 
de Jas operaciones Oy, О, у Or  _ 

2.21. Los operadores q, у Ф, de Ô, tienen un poso igual a 2 y son 
dados por las siguientes ecuaciones canónicas: 


mí) =P (а (0, а @— 1), 
фе d aO = Gi (0), qt—1), 1=1,2 
la =0, 


además, G, (z, q) = G, (z, 9). Es sabido, que si en el diagrama de 
Moore del operador q; se sustituyen los ceros, atribuidos a los arcos, 
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por unidades, y las unidades por ceros, entonces se obtiene el diagra- 
ma de Moore del operador «p¿. Demostrar que si los valores de salida 
do Јов operadores Ф, y Фф, coinciden en algún prefijo de longitud 2 
(о sea, «р, (0102) = qa (0101) para algunos оү, о), entonces estos 
operadores son idénticamente iguales. А 

2.22. Contar el número de todas aquellas a.-d. funciones еп D, 
quo cumplen las siguientes condiciones: a) la función depende de la 
variable de ontrada X; b) el peso de la función es igual a tres; 
e) en el diagrama de Moore que da la función, el semigrado de paso 
(de transición) de cada vértice es siempre el mismo e igual al semigra- 
do de salida. 
_ 2,23, Para cada r >2 mostrar un ejemplo de un operador ф de 
Ф, tal, que el poso de la superposición q (q) sea igual a r. ¿Se puedo 
hacer esto para los operadores no autónomos? 

2.24. El peso de la función ф € Ê, es igual a r, y el peso de la 
superposición q (q) es 2r. ¿Es cierto que el peso de la superposición 
Ф (p (ф)) es igual a 3r? 


$ 3. CLASES CERRADAS 
Y PLENITUD EN LOS CONJUNTOS DE 
FUNCIONES DETERMINADAS 
Y ACOTADAS-DETERMINADAS 


Sea M algún conjunto de d. funciones (o de a.-d. funciones) y O 
alguna colección de operaciones, que no salen de Jos límites del con- 
junto de todas las d. funciones (о de las a.-d. funciones). En otras 

alabras, si о € ©, entonces, empleando o en d. funciones (о a.-d. 
unciones) arbitrarias (o admisibles), obtenemos nuevamente d. 
funciones (o a.-d. funciones). Se Паша clausura o cierre IM] del 


conjunto M con respecto a la colección de operaciones O, el conjunto 
de todas las d. funciones (o a.-d. funciones) que pueden ser obtenidas 
de las funciones del conjunto M con ayuda de las operaciones de (O, 
además, estas operaciones pueden ser efoctuadas cualquier número 
finito de veces. Habitualmente se considera que [Mlo = М. En 
adelanto casi siempre supondremos que esta inclusión se cumple (de 
lo contrario, so harán salvedades especiales). La operación de obten- 
ción del conjunto [M)g de M se Пата operación de clausura o de 
cierre. El conjunto M: se denomina (funcionalmente) clase de clausura 
о de cierre con respecto a la colección de operaciones ©, si [Mho = М. 
Sen M cerrado con respecto a la colocción de operaciones O de las 
clases de d. funciones (o a.-d. funciones). El subconjunto P de M 
se llama (funcionalmente) sistema completo en M con respecto a la 
colección de operaciones O, si | P | = M. El conjunto 9 de las d. 
(о, a.-d.) funciones se denomina sistema irreducible con respecto a la 
colección de las operaciones O, si [9] y < [Flo para cualquier sub- 
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conjunto propio Y” de 9 (¡la infclusión es rigurosal). Se llama base 
de la clase cerrada M con respecto a la colección de operaciones O, 
a todo sistema completo e irreducible de M. El conjunto Л”, con- 
tenido en la clase cerrada M, se denomina clase precompleta en M, 
si éste no es sistema completo en M pero para toda función Ф € 
ЄМ ч, М” se cumple la igualdad (М Оо = М. 

Овѕвпулстох 1. En adelante, cuando está claro con respecto 
a qué colección © so considera la clausura, los sistemas completos, 
las bases, ctc., la expresión «con respecto a la colección de las opera- 
ciones C» so omitirá. 

Овѕккулсточ 2. Habitualmente еп calidad de © tomaremos 
el conjunto (f0,, Oz, Os, Os, S}, compuesto de las operaciones 
descritas en el $ 2 de este capítulo. 

Como se indicó en el $ 2, el conjunto de las a.-d. funciones que 
contiene el elemento de retardo unitario Ф; y los operadores en- 
gendrados por las funciones de algún sistema completo en Pa (k > 2), 


genera un sistema completo en el conjunto U U Фа" con 
120 


nað m= 
respecto a las operaciones О, Os, Oa, О, y S (о soa, оп el conjunto 
de todas las a.-d. funciones k-valentes). 


Resulta que en el conjunto Ọ 0 ÔF” (k> 2) existen 
чое к 


bases con respecto а {О,, Os, Оз, Os S}, compuestas рог ша 
función. Ejemplo do una base así resulta el conjunto (Ф (Xi, X Xa 
Ф, (X4))}, donde «pa es cl elemento de retardo unitario de фу, у Po 
es un operador de Фі"! engendrado por la función máx (т-а + 
+ 24 (1 — а), ж) + 1 (la suma, la sustracción y el producto, рог 
módulo 0). A 

En todo este párrafo emplearomos el símbolo Фу, (respectivar 
mento, Du») para la designación del conjunto de todos los -valores 
do las a.-d. funciones (correspondientemente, d. funciones), incluidas 
las funciones sin entradas o sin salidas, o las sin entradas y sin 
salidas, o sea, 


ЫП О "0 o= 0 Ü 0. 


n=0 meo 


3.1. ¿Resulta el conjunto M una clase cerrada con respecto a la 
colección de operaciones ©? 
1) M se compone de todas las a.-d. funciones k-valontes que no 


tienen salida, y también de tales funciones q, que pertenecen a 
U Dj”, que «conservan 0%, o sea, 


ad 
(0%, ... 09) = (05, ..., 00); O=(03, Os, 5). 
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2) М ostá compuesto de todas aquellas a.-d. funcionos f-valentes, 


quo pertenecen al conjunto Y ФЕ” y 
= 


de k; © ={8}. 
3) М se compone de todas las d. funciones k-valentes, que perte- 


jenen un peso múltiplo 


necen al conjunto U U Ф" y que tienen peso par o infinito; 
nat ma 


O =(0,, Or, Os, Os). 
o 
4M =l, U, ФФ"); O= {0n 5). 


3.2. 1) Sea q, un elemento de retardo unitario del conjunto Ф, 
y O= {0s, Os, S}. Demostrar que la clase [plo contiene solamente 
funciones idénticamente iguales a 0 (o sea, operadores que en cada 
una de sus salidas «brindan» la palabra 0°), funciones sin entradas 
y salidas y funciones que tienen peso par. 

2) Formular un ojemplo de función de Ф, que tenga peso par 
y no pertenezca a la clase (фзЈсә, descrita en el problema 3.2, 1). 

3.3. Sean, фо (Ху, Ху), un operador de Di, engendrado por el 
trazo de Sheffer тү | za, у Pa, un elemento de retardo unitario de Ôp, 
Demostrar que ol oporador q (2%) = (1/3) de Ф, no pertonece a la 
clase [Po palo, si O =(S). 

3.4. En la entrada del a.-d. operador р € Ê, зе introduce la 
palabra periódica 7% de período 3. Hallar el período máximo de la 


palabra do salida (el máximo so toma con respecto a todas las pa- 
labras poriódicas de entrada de período 3). 


#@=(&@® @@—1)-@ @—1),_ 
4(0=20-4 0-21) VEO 20, 
Qa (t) = z (t) -qa (t— 1) -ga (t—1) Y 2(0)-q2 (21), 
91 (0) = (0) = 0; 
y(0)==(0-9 (1), 
¿110 2 (0) 5 (4) V ga (t—1), 

(0 0—0), 

91 (0) = а» (0) =0. 


3.5. Sea ф una a.-d. función de peso ғ, perteneciente al conjun- 


1): 


toda, в. 

1) Mostrar que si la palabra de entrada 7% es casi periódica con 
período 7, entonces la palabra de salida q (2%) también es casi 
periódica y su período по es superior al número r-7. 
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2) Evaluar desde arriba la longitud del período de la palabra de 
salida q (2%), si se sabe que la longitud del preperíodo de la palabra 
59 es igual a p. 

3.6. Sean las funciones фо, Pa Y Ф las mismas que Jas del proble- 
ma 3.3. ¿Existe algún s > 1 que satisfaga la condición Ф («pg (X)) € 
Elfo Palæ donde O = {S}? (Aquí q3 (X) = Pa (Pa (> - - Ps (X)...)) 
es una superposición de s «ejemplares» de las funciones Ф.) 

517 (2") € Pa, entonces, mediante Pign (Ху, - +=» Xn) designa- 
remos al a.-d. oporador (de Фў' '), engendrado por la función } (27). 

3.7. ¿Son completos en Êm, con respecto а la colección de las 
operaciones (Oy, Oz, Oj, Oy, S} los siguientes sistemas do a.-d. 
funciones? 

1) (máx (ха, o (Xi Ха), Ф (Х)), 222; 

2){Фа-(Х Ха), Pr (Xo Xa) Gua (P(X), Xa), 

Фил (X); Panza (Х)), k>3 (aquí фз; (X) es un a.-d. operador, 
engendrado por una función de Ру, idénticamente igual a j); 

3) (Para (Х), Fa (Pa (Х)), Pay (фә (X), Xd). 

3.8. Del sistema P completo en Фуд, con respecto a la colección 
de operaciones (O,, Os, Oy, Os, S}, separar aunque sea una base. 


1)P=(9 (Х), Фао (Х), Фан (Х), Peron (Xi Xa), 
Фи ењ(Х Xa Ха), k=2; 
2) P= (p(X), фео (X), Фе (X), Po (X), 
Pastaa (Ха, Xah Ё2>3 
3) P = (фео (X), Para (Фа, (X), Ха), Pan (X), 
Фи er x) (Ха, Ха), 228. 


3.9*, ¿Existe en Èa, una base con respecto a la colección de 
operaciones (01, Oy, Оз, Ou 5), que contenga cinco funciones? 

3.10*. Demostrar que en a cualquier clase cerrada, distinta 
de todo el conjunto Êm», se amplía hasta una clase precompleta!). 

3.41%. Empleando los problemas 3.8, 1) y 3.10, mostrar que 
en Ф existon no menos de 4 clases precompletas. 

3.12, Sea фу € Ф,. Enumerar todas las clases precompletas en 
palios, os, в) con respecto а la colección de operaciones (Os, 5). 

ЗАЗ. Sea Px = Pu (X) un a-d. operador de Фе), engendrado 
por la función т. Demostrar que cualquiera que sea la clase cerrada!) 
М de Di) siempre se cumple la igualdad [M U (9.3) = M U {Ф} 
(aquí, como es habitual, junto con la función se toman todas las 
funciones iguales y congruentes a la misma). 


1) Las condiciones de cerrada y precomplota se toman con respecto a la 
colección de operaciones (Ox, Oz, Оз, Pa, 8}. 
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3.14. ¿Existe una función que pertenezca a cada clase precomple- 
ta Ôm? Е 
3.15. ¿So puede representar el conjunto Фу, en forma de la unión 


Ù М, (s > 2) que interseca de раг en par а las clases cerradas’) 
5, 


en Da? а 

3.16*, Demostrar que en i la potencia del conjunto de todas 
las clases cerradas es continua. 

3.17. _¿Cuál es la potencia del conjunto de todas las clases cerra- 
das!) en Ф@,,, que tienen sistemas completos finitos? 

,18*, Demostrar que еп ia la potencia del conjunto de todas 

las clases cerradas!) es igual a 2° (potencia de hipercontinuidad). 

3.19*. Hallar la potencia dol conjunto de todas las clases cerra- 
das!) en Фо, que tienen bases finitas. 

3.20. Refutar las siguientes afirmaciones: 

1) e) conjunto Фу, genera una clase precompleta еп Day; 

2) en el conjunto Ф, existe una función que forma, junto con 
el conjunto Фу, un sistema completo en Фу. 

3.21. Sea Mo un conjunto compuosto por todas las d. funciones 
k-valentes que no tionen salidas, y también por todas aquellas fun- 


ciones q, pertenecientes a U Y, or m, quo toma el valor 0 
т=з mms 


рага t=4, о sea, 9 (50, ..., 29) = (ре, ..., 92), с yy (1) = 0. 
para j = 1, т. 

1) ¿Es М, una clase precompleta en Ф)? 

2) ¿Forma la intersección My f) Ф, la clase precompleta Da? 


E w 
3.22. 1) ¿Es clase precompleta en Фу, el conjunto | | y, x 
no ma 


хФ"? 
бе 
2) ¿Forma una clase precompleta еп Ds, el conjunto |] |) х 
n=0m=0 


х Фл"? 


1) Las condiciones de cerrada у precompleta se toman con respecto а la 
colección de operaciones (01, Oy, Os, Os, 5}- 
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Capítulo 
уп 
ELEMENTOS 


DE LA TEORIA 
DE LOS ALGORITMOS 


$ 1. MAQUINAS DE TURING 
Y OPERACIONES A LAS QUE SE SOMETEN. 
FUNCIONES CALCULABLES 
EN LAS MAQUINAS DE TURING 


Una máquina de Turing representa en sí un aparato (abstracto) 
que está compuesto de cinta, de la unidad de mando y del cabezal de 
lectura. 

La cinta está dividida on células. En cualquier célula en cada 
momento (discreto) hay exactamente un símbolo del alfabeto exterior 
А = fav 41, ..., ал}, n2>2. A cierto símbolo del alfabeto А 
se le denomina vacío y cualquier célula quo contenga en ol momento: 
dado el símbolo vacío se la lama célula vacía (en este momento). 
En calidad de símbolo vacío corrientemente se emplea el 0 (cero). 
Se supone que la cinta es ilimitada potencialmente en los dos sen- 


tidos’). 
La unidad de mando еп cada momento se encuentra en cierto: 
estado q, perteneciente al conjunto Q = {gos Ф. + - + 91). r>1. 


El conjunto Q se denomina alfabeto interior (o conjunto de los estados 
interiores). A veces se separan de Q los subconjuntos no intersecciona- 
dos О, у О, de los estados iniciales у conclusivos respectivamente. 

OBSERVACION. En adelante, si no se menciona lo contrario, 
consideraremos que |Q | >2 у en calidad de inicial tomaremos 
sólo el estado ү. Como regla general el estado go será conclusivo. 

El cabezal lector (o impresor) se traslada a lo largo de la cinta 
y en cada momento él observa exactamente una célula de la cinta. 
Esto cabezal puede leer el contenido de la célula observada y anotar 
en ella (imprimir en ella) en lugar del símbolo observado cierto símbo- 
lo nuevo del alfabeto exterior. El símbolo «enviado» a la célula 
puede, en particular, coincidir con el que se estaba observando (оп 
el momento dado). 

1) Esto so debo entonder de la manera siguiente: en cada momento la cinta 


se considera finita (contiene un número finito de células), pero las «dimensiones» 
de la cinta (su número de células) se puede aumentar (si es necesario). 
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En el proceso de funcionamiento la unidad do mando, en depen- 
dencia del estado en que se encuentra y del símbolo que observa el 
cabezal, cambia su estado interior (puede quedarse en el estado ante- 
rior), da al cabezal la orden do imprimir en la célula observada un 
símbolo determinado del alfabeto exterior y «ordena» al cabezal 
quedarse en el mismo lugar, trasladarse a una célula más a la iz- 
quiorda, o bien trasladarse а una célula más a la derecha. 

El trabajo de la unidad de mando se caracteriza por las tres 
funciones siguientes: 

G: Q X A +0, 
F: Q X Aå, 
P: Q xX A —{5, L, В}. 

La función G se llama función de los traspasos o de los traslados; 
la función F, función de las salidas, y la D, función del movimiento 
(del cabezal). Los símbolos S, L y R significan respoctivamente que 
el cabezal по se mueve en ninguna dirección, el traslado del cabezal 
a la célula vecina de la izquierda, ol traslado del cabezal a la célula 
vecina de la derecha. 

Las funciones G, F y D se pueden presentar con una lista de grupos 
de cinco palabras del tipo siguiente: 


406 (аа) F (шау) D (да) (1) 
o abreviadamente, фауфуауйу. Estos grupos de cinco se llaman 
instrucciones. Las funciones G, F y D son, hablando en general, 
parciales (no están determinadas en todas partes). Esto quiere decir 
que no para cualquior раг (9,, ay) está definido el respectivo grupo 
do cinco del tipo (1). La lista de todos los grupos de cinco que deter- 
mina el trabajo de la máquina de Turing se llama programa de esta 
máquina. Con frecuencia se presenta el programa de la máquina en 
forma de tabla (véase la tabla 9). 


Tabla 9 


anai 


Si en el programa de la máquina рага el par (дү, aj) no hay grupo 
de cinco del tipo (1), entoncos en la tabla on el cruce do la fila az 
y la columna q, se pone una raya. 
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Suele ser cómodo describir el funcionamiento de la máquina de 
“Turing en «el lenguaje de las configuraciones». 

Supongamos que en el momento £ la célula no vacía C, de la 
cinta, la que está más a la izquierda, contiene el simbolo aj, y la 
célula no vacía С, (= > 2), que está más a la derecha, contiene el 
símbolo aj, (entre las células С, y C, hay в — 2 células). En esto 
caso diremos че en el momento t en la cinta está escrita la palabra 
Р = а, а, » аз donde a, es el símbolo que se contiene 
en el momentot en la célula С, (1<p<s). Con s = 1, o sea cuando 
en la cinta hay un solo símbolo no vacío, Р = ау. Supongamos que 
en este momento la unidad de mando se encuentra en el estado q; 
y el cabezal observa el símbolo ау de la palabra P (1>2). Entonces 
la palabra 


Gj, © + 41910, > + + Gja (2) 


se Пата configuración de la máquina (en el momento dado г). Con 
1 = 1 la configuración tiene la forma тау... aj, Si en el mo- 
mento £ el cabezal obsorva una célula vacía que se encuentra а la 
izquierda (o a la derecha) do la palabra P, y entre esta célula y la 
primera (respectivamente la última) célula de la palabra Р hay 
v > 0 células vacías, entonces se llama configuración de la máquina 
en el momento t la palabra 


GA... Ata... а, (3) 
йыгы. 
кг 

(respectivamente la palabra ay, ... aj, А... АфА, donde соп А 


о voces 
se designa el símbolo vacío del alfabeto A. Si en el momento £ la 
cinta está vacía, o sea que en ella está escrita una palabra vacía 
compuesta solamente de símbolos vacíos del alfabeto exterior, 
entonces la configuración de la máquina en el momento £ será la 
palabra q,A. 

Supongamos que en el momento ? la configuración de la máquina 
tiene la forma (2) y en el programa de la máquina se contiene la 
instrucción 

ааа 
entonces соп dij, = L еп el momento siguiente la configuración de la 
máquina será la palabra: 


а) фу Лаа) ... Ojo sil 
D) Фала... а» Si 
C) Ajy ... A ii +++ Aja si 1222. 


Los casos cuando Фу = R о di, = S, о la configuración de la 
máquina corresponde al cabezal que se encuentra fuera de la palabra 
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P (como еп la palabra (3)), o la palabra Р es vacía, se describen en 
forma análoga. 

Si en el programa de la máquina no hay grupo de cinco del tipo 
(1) para el раг (q;, aj) o el «nuevo» estado Ф, es conclusivo, entonces 
la máquina termina su trabajo у la configuración que resulta so Па- 
ma conclusiva. La configuración que corresponde al comienzo del 
trabajo de la máquina se Паша inicial. 

Supongamos que en cierto momento la configuración de la máqui- 
na ега К у en el momento siguiente se hizo K’. Entonces la configu- 
ración К” se llama inmediatamente deducida de K (la designación 
os K t= K’). Si K, es la configuración inicial, pues la sucesión 
Ку, Kg...) Кы, donde К, = Куфу соп 1<i<m — 1 se llama 
cómputo de Turing. Aquí se dice que la configuración K m es deducible 
de la configuración K, y so anota K, + Km. Si Km al mismo tiempo 
es una configuración conclusiva, entonces so dice que Km es conclu- 
sivamente deducible de K, y se emplea la anotación: К, |= K, 

Supongamos que la máquina do Turing 7 comienza a trabajar 
en cierto momento inicial. La palabra que está escrita en este mo- 
mento en la cinta se llama inicial u original. Para que la máquina T 
comience realmente a trabajar es necesario colocar el cabezal lector 
sobre alguna célula de la cinta e indicar en qué estado se encuentra 
la máquina 7 en el momento inicial. 

Si P, es la palabra inicial, entonces la máquina 7, comenzando 
a trabajar «en la palabra» P, se para después de cierto número do 
pasos, o no se para nunca. En el primer caso se dice que Ја máquina 
T es aplicable a la palabra P, y el resultado de la aplicación de la 
máquina T a la palabra P, es la palabra P que corresponde a la con- 
figuración conclusiva (la designación es Р = 1 (Py). En el segundo 
caso se dice que la máquina 7 no es aplicable a la palabra Ру. 

A continuación supondremos, si no se menciona lo contrario, que: 
1) Ja palabra inicial no es vacía; 2) en el momento inicial el cabezal 
se encuentra sobre la célula no vacía que está más a la izquierda en 
la cinta; 3) la máquina comienza a funcionar encontrándose en el 
estado q. 

Zona de trabajo do la máquina T (en la palabra P,) se lama al 
conjunto de todas las células que se observan aunque sea una vez 
durante el tiempo de trabajo de la máquina. 

La designación 1Р1" зе ompleará con frecuencia para las palabras 
del tipo РР... P (m veces); si Р = a, la palabra es de longitud 1, 
entonces en lugar de au...a (m veces) y [а]" ecribiremos а". 

Соп W designaremos una palabra arbitraria finita en el alfabeto 
exterior de la máquina do Turing (en particular una palabra vacía, 
o sea compuesta de símbolos vacíos del alfabeto exterior). 

Al describir ol trabajo de la máquina de Turing «en el lenguaje 
de Jas configuraciones» se emplearán expresiones análogas a la 
siguiente: 


ФАНО |- 100W, 
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2>1 e y>1. La expresión citada se debe comprender así: la 
máquina «borra» la palabra 1* y se para en la primera letra de la 
palabra W; si W es una palabra vacía, entonces «la parada» tiene 
lugar еп el segundo 0 (cero) después de la palabra 1%. 

Las máquinas de Turing 7, y 7, se llaman equivalentes (en el 
alfabeto А) si para cualquier palabra de entrada P (en el alfabeto А) 
so cumple la relación 7, (Р) œ T, (P) que significa lo siguiente: 
T, (P) y Т, (P) están definidas o no están dofinidas simultáneamen- 
tel), y si ellas ostán definidas, entonces 7, (Р) = T, (P). El símbo- 
lo 22 se Пата signo de igualdad condicional, 

Supongamos que las máquinas 7, y 7, tienen respectivamente 
los programas $, y $%,. Aceptemos que los alfabetos interiores de 
estas máquinas no se intersecan; que 0; es cierto estado conclusivo 
de la máquina 7,, y 9; algún estado inicial de la máquina 7,. En el 
programa $, sustituiremos en todas los lugares el estado q, por el 
estado 0; y uniremos el programa obtenido соп el programa Ya. 
El nuevo programa $ define la máquina 7, llamada composición 
de las máquinas Ту y Т, (por el par de estados (q, 9;)) y designada por 
TO T, o T,T; (con más detalle: 7 = 7 (7, Ta, (q 9). El 
alfabeto exterior de la composición 7,7, es la unión do los alfabetos 
oxtoriores de las máquinas 7, y Tg. 

Soa g' cierto estado conclusivo de la máquina 7 y g” cierto estado 
de la máquina 7 que no es conclusivo. En el programa % de la 
máquina 7 sustituiromos en todos los lugaros el símbolo q” por el 
símbolo q”. Se obtendrá el programa Ж que define la máquina 
Т' (7, q”). La máquina 7” se llama iteración de la máquina T (por 
el par de estados (q, 9"). 

Sean Pı, Wa y Pa los programas que representan las máquinas 
de Turing Тү, T, y 7, respectivamente. Suponemos que los alfabetos 
interiores de estas tres máquinas no se intersecan de par en par. 
Soan q, у q, algunos estados conelusivos diferentes entre sí do la 
máquina Тү. En el programa $, sustituimos en todos los lugares el 
estado g, por cierlo estado inicial 4; de la máquina 74, y el estado @, 
por ciorto estado inicial q; de la máquina 7,. Después uniremos este 
nuovo programa con los programas Ж, y Ba. Obtendremos ol pro- 
grama $ con el que se da la máquina de Turing T = 7 (Ту, (qi 9). 
Tas (qs 9). Ta). Esta máquina se Пата ramificación de las máquinas 
T, y Ta controlada por la máquina Ту. 

Al representar máquinas de Turing complejas con frecuencia se 
emploa la llamada anotación del algoritmo en operadores. Esta escritu- 
ra se presenta con líneas compuestas de símbolos de máquinas, símbo- 
los de traspaso (del tipo |g" y 0'|) y también de los símbolos œ y w 

k k 


qne sirven para designar el comienzo y el final del funcionamiento 
del algoritmo respectivamente. En la anotación (do cierto algoritmo) 


з) 7 (P) está definida (no está definida) si la máquina 7 es aplicable (no оз 
aplicable) a la palabra P. 
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en operadores la expresión 7; |gioT; - + Tm да| Tn significa la 
k 


ramificación de las máquinas Ту y 7, controlada por la máquina 
Т,, con la particularidad de que el estado de conclusión 4:0 de la 
máquina 7; se sustituye por el estado inicial qn, de la máquina 7, 
y cualquier otro estado conclusivo de la máquina 7, se sustituye por 
el estado inicial de la máquina 7, (¡con lo mismo!). Si la máquina 
T; tiene un estado conclusivo, entonces los símbolos |41 у gni} 
sirven para designar un traspaso incondicional. Allí donde no pueden 
surgir confusiones los símbolos gio У 41 se omiten. 
EsempLo. El esquema de operadores 


а ku Те Teo 


describe el siguiente «procoso de cálculo». Comienza su funciona- 
miento la máquina Ту. Si ella acaba su trabajo en el estado gay, 
entonces comienza a trabajar la máquina 7, y al acabar el trabajo 
la máquina 7, de nuevo «cumple ol trabajo» de Ја máquina Ta. 
Pero si la máquina 7, se para en cierto estado conclusivo diferente 
de gao ontonces «continúa el trabajo» la máquina Т. Si 7, llega al 
estado conclusivo gs, entonces comienza el trabajo la máquina 7\; 
poro si 7, acaba su trabajo en cierto estado conclusivo diferento de 
dao, entonces «continúa el trabajo» la máquina 74. Si la máquina Т, 
alguna vez so para, entonces en esto termina el proceso de cálculo. 

Soa а = (а, аз, ..., ал), n>1 una colección arbitraria de 
números enteros no negativos. La palabra 1%t101%+10 |, 01+! 
se Mama código de máquina básico (о sencillamente código) de la 
colección & (en el alfabeto (0, 1)) y se designa 2 (2). En particular, 
la palabra 1°! es el código de máquina básico del número о. 

En adelante se examinarán fundamentalmente sólo las funciones 
numéricas parciales. La función f (2р, Za, . ... 2) n>1 se llama 
función numérica parcial si las р т toman el valor de la serie 
natural N =(0, 1, 2, -.., m, ...) y en el caso cuando en la 
colección & = (а, Az ---, ал) la función f está determinada, 
16) EN. 

Una función numérica parcial se Ilama calculable (con métodos 
de Turing) si existe una máquina de Turing 7, quo tiene las pro- 
piedades siguientes: 

a) si /(@) está determinada, entonces 7, (k (0) = k ( (E); 

b) si f (а) no está determinada, entonces o bien 7, (k (&)) no es 
código de ningún número de N, o bien la máquina 7, no es aplicable 
а la palabra Ё (3). 

Omsenvación, A continuación supondremos que en el momento 
inicial el cabezal de la máquina observa la unidad que está más 
a la izquierda de la palabra % (2). So sabe que esta Jimitación no 
reduce la clase de funciones calculables. 
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Si la función f es calculable con los métodos do Turing con la 
ayuda de la máquina 7,, entonces diremos que la máquina T calcula 
la función f. 

1.1. Aclarar si es aplicable la máquina de Turing 7, presentada 
con el programa $, a la palabra P. Si es aplicablo, entonces hallar 
el resultado dol empleo de la máquina 7 a la palabra P. Se supone 
que q, es el estado inicial, quo до es el estado conclusivo y que en el 
momento inicial el cabozal de la máquina observa la unidad que 
está más a la izquierda en la cinta. 


0408 
Е 
+) 9090R 
DP: ФИД, a) P= 10212, 
30405 b) P = 18013, 
qs1qAR с) P = 101011. 


09:18 
914808 
28: 14:08102 а) P= 1401, 
1118 ШР 
91918 е)р 


01А 
AROR 

з): | HONIR a) P =1012, 
алай b) P=120%4, 
401}, с) P= (1031. 


1.2, Construir en el alfabeto (0, 1) una máquina de Turing que 
tonga la propiedad siguionte (en calidad de símbolo vacío se to- 
ma el 0); 

4) la máquina os aplicable a cualquier palabra no vacía en el 
alfabeto (0, 1); 

2) la máquina no es aplicable a ninguna palabra en el alfabeto 
(0, 1) y la zona de trabajo en cada palabra es infinita; 

3) la máquina no es aplicable a ninguna palabra en el alfabeto 
(0, 1) y la zona de trabajo en cualquier palabra está limitada por 
un mismo número de células que no depende de la palabra elegida; 

4) la máquina es aplicable a las palabras del tipo 1°" (n > 1) 
y no es aplicable a ninguna de las palabras del tipo 1%"*%, donde 
a=1,2 y n>1; 

5) la máquina es aplicable a las palabras del tipo 1®01®, dondo 
a>1 y no es aplicable a las palabras 101° зі с 5 В (a >1 y 
В > 1). 
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1.3. A base de la máquina de Turing 7 dada y de la configura- 
ción inicia] K, hallar la configuración conelusiva (д, os el estado 
conclusivo). 


a) K, = 1%д1%01, b) K,=1g1%, 


a ча 9з 


a) Kı = 1405, b) Ку = 1901, с) К, = 101. 

1.4. Construir en el alfabeto (0, 1) una máquina de Turing que 
traspasa la configuración K, a la configuración Ko. 

1) К,= 1%, Ko=g1"01" (n>1); 

2) K,=q0"1”, Ko=g 1017 (1>1); 

3) K,=1"9,0, Ko=qu1"" (1>1); 

4) K=1"q01%, Ко 479/01". (m>1, n>1). 

1.5. 1) Mostrar que para toda máquina de Turing existe una 
máquina equivalente a olla cuyo programa no contiene el símbolo $. 

2) Mostrar que a baso de cualquier máquina de Turing 7 se 


puede construir una máquina oquivalente a ella en el programa de 
la cual no se contengan estados de conclusión. 


1.6. El programa de una máquina do Turing tiene la forma 


| | 
o| ыз | ын | gen | азн 
1 | алі | лін | åR | ИТ 
2 | РЕЛ | Т7] | ч?к | ES 
s | — | зп |an | eso 


(el símbolo vacío es 0, el estado inicial es q). 

1) Mostrar que comenzando el funcionamiento desde una cinta 
vacía la máquina 7 con + (n) pasos construirá una palabra del tipo 
Р = 11010? 109... 10" (n es un número entero positivo arbitra- 
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rio), con la particularidad de que el cabezal de la máquina en cual- 
quier momento # >> ż (n) (para п > 3) se encontrará a la derecha 
de la palabra Png. 

2) Construir una máquina que tenga las mismas propiedades 
y que tenga el conjunto (0, 1) en calidad de alfabeto oxterior. 

3) Demostrar que si en el programa de la máquina de Turing 
no se encuentra el símbolo L (pero, naturalmente, puoden encontrarse 
los símbolos S y R), entonces esta máquina comenzando su funciona- 
miento desdo una cinta vacía no puede construir un prefijo de ilimi- 
tada longitud de la palabra 11010107... 0"10%*% 

1.7. Mostrar que para cualquier máquina de Taring T (еп el 
alfabeto A) cxiste una cantidad numorable de máquinas equivalentes 


a ella Ti, Т... Tm >.» (en el alfabeto А) que so diferencian 
чаа de otra рог “sus programas. 
1.8. Son А = ао, а... ., аһ} сіємо alfabeto que contiene 


по menos do dos letras. Codificaremos sus letras де la manera siguien- 
te: el código del símbolo a; es la palabra 10'* en el alfabeto (0, 1). 
En concordancia con esta codificación el código de la palabra arbi- 
traria P = ац. а, ац, (s>1) en el alfabeto A tendrá la forma 
LON AO Demostrar que cualquiera que sea la 
máquina de Turing 7 con el alfabeto exterior A, existe una máquina 
de Turing 7, con el alfabeto oxterior (0, 1) que satisfaco la condición: 
con cualquier palabra P (en el alfabeto A) la máquina 7', es aplicable 
al código de esta palabra si, y sólo si, la máquina 7 es aplicable 
a la palabra P, con la particularidad de que si 7 (P) está definido, 
entonces el código de la palabra 7 (P) coincido con la palabra que 
es resultado de la aplicación de la máquina 7', al código de la pa- 
labra P. 

4.9. Construir una composición 7,7, de las máquinas de Turing 
T, y T, (por el par de estados (410, 921) y hallar el resultado de la 
aplicación do la composición 7,7, a la palabra Р (д; es el estado 
conclusivo de la máquina 74) 


| ча 


Tu| O| ar | чеш | Ta [0 | онл омил 


4 | аат | ан 1 | 0L | ais 


a) P=490%4%, b) P=4%01, 


Га | | 
Agag 
aR | аал | абл 


Г ее [зе 


Te | 0 [оа | amor 
4 Гош | Л 


YT: 


a) Р-=1404901°%, b) Р = 1201012. 
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| Фф | йт | ds | La | la | das 
3974] O [аон оона) Ta [o | ао оос |Р 
ЕЦЕ [о [еш Гас 


а) P1090, b) Р= 12012042. 


1.10. Hallar el resultado de la aplicación de la iteración de 
з T (por el раг de estados (go, q:)) a la palabra P (los estados 


1) i=1,7: 


a) P=19h, ЬуР={%%, c) PP, k>. 


Te [e falo Te] 


2Ji=4, 7: |0| фон | KOR | в | ә РЯ | gR 


aOR | gor | a ы | az 


a) Р== 12%, b) pept, х>{1. 


а E a | la Го | u 

EE 0] q0L Е aOR | еш | 0, | KOR 
1| q2r ae air | | ейн | ыг | 

2 ЕП E z] - | ~ |r 


P=40 (2> 1, y>1). 


1.11. Hallar el теор de la aplicación de la máquina 7 = 


= T (Ti (dio 9), Ta (dos ga), Ta) a palabra Р (qag es el estado 
conclusivo de la máquina 7 у у, el de la máquina T3). 


in | ш | sa | aa [е 
аута: [0 [шәп] н т: | o [ез| zs lo [ас ас 
t at] ы, 1 [anor 1 [за =: 


а) Р=1013. b) P=4%01. 
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| m | «a | a 
o | ar |L |ior 
air | gt | gut 


Te [о Гео | ouor 


ЕЛЕ 


а) Р 104 (2 >i), 
b) Р = 401010012 (х >1, y>1, 2221). 


1.12. Empleando las máquinas Ту, Za, Ta, Т, y Ts construir 
un esquema de operadores del algoritmo A (aqui gie gior gso 
quo» dao Y 950 son los estados conclusivos de las máquinas correspon- 


dientes). 


Ге Га 


Ty |0 [08 |аоп Ta: 


| an | a 
0 [аиа |а 


1 [otr] — 


1) 9:011" gi (2221), 
2) Aigi jg (2220), 
3) 91: WOq,1*"|— ИО (2220). 


EA | se | 9з 


o | А4 | 908 


тұ Те 


Ouservación. Si = = 0, entonces 1* se considera palabra vacía. 
1.13. En base al esquema de operadores del algoritmo A y de 
la descripción de las máquinas que entran en el esquema del algo- 
ritmo, construir el esquema de máquina y hallar el resultado de la 
aplicación de la máquina, dada con este esquema, a la palabra P. 


1) A =0T, 27737, |90, 
т 
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= 45019 (2221, y>1). 


(Los estados iniciales do las máquinas son gn, 42 Y Яз, У los conclu- 
sivos Son фо, 20, gao Y Ф) 


Ta: [O| quo ЕЗ das 


Чез, 


TAS | Qi 


Р=150%12 (2221, y >i) 


(Los estados iniciales de las máquinas son 91, 9а Y 921, У los conclu- 
sivos SON Фо, зо, 920» зо Y Y 
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1.14. Construir una máquina de Turing gue calcule la función f. 
0, si 2=0, 
1 =sgr=j| ' М 
) 7) === La ы añ 
Л 1, si 2=1, 
2) te=[4]= 0, зі 2>2 


por definición si == 0; 
3) 10=[3]=0", si z=2m о =2m+1, m>0; 


0 60-20 | 

5) f(z, у) =r y; 

4. 
6) F(a у= 
OBSERVACION. Aquí (y en lo sucesivo) en la presentación «ana- 
lítica» de las funciones numéricas se emplean con frecuencia las 
funciones «elementales» ampliamente conocidas (del análisis mate- 
mático). En esto existe la particularidad de que la presentación 
«analítica» de la función se considera determinada solamente en tales 
colecciones de valoros de las variables en números enteros (pertene- 
cientes a la serie natural N) on las que están determinadas y toman 
valores enteros no negativos todas las funciones «elementales» que entran 
en la «presontación formular» de la función definida. Por ejemplo, 


la función E estará definida si, y sólo si, Æ es un número entero 


2 


0 si 1<y; 
2—5, si >y; 


a 
no negativo, 3—- es un número entero positivo y — 


es un nume- 
б 
ro entero no negativo. 

Se dice que la máquina de Turing T calcula correctamente la 
función f (3) si: 

4) en_el caso de que f(%”) esté determinada, T (k (&")) = 
= k (f (97) y el cabezal de la máquina en la configuración conelusi- 
va observa la unidad izquierda del código К (/ (27); 

2) en el caso de que f (2) no esté determinada, la máquina 7 
comenzando su funcionamiento desde la unidad izquierda del código 
k (4%) no se detiene. 

1.15. Demostrar que para cualquier función calculable oxiste 
una máquina de Turing que computa correctamente esta función. 

1.16. Construir una máquina de Turing que calcule correcta- 
mente la función f. 


1) уб) == 1; 3) у(2)= 


1 


z: 9) n=. 


2) j(æ)=5gz=1—sg z; 4) f(z, == 
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1.17. Escribir por ol programa de la máquina de Turing 7 una 
expresión analítica para las funciones f (z) y f (£, y) computadas por 
la máquina 7. (Siompre en calidad de estado inicial se toma q, 
y en calidad de estado conelusivo, qu.) 

| 9. 


ЕГ 
| aL | PROA | а | 0н 


| a 
19T:|0 ЕЕ 2) Т: ol 9:08 
ДЕСЕ | IAL | ай 


Ya | a |4 


1 [sr | sz 


зут:|о] son | con | ads 


‚0н | gir 


1.18. ¿Qué funciones de un lugar se calculan con todas las má- 
quinas de Turing (еп el alfabeto (0, 1)), cuyos programas contienen 
sólo una instrucción? 

1.49. ¿ Es justa la afirmación: dos funciones calculables dife- 
rentes / (1) y fa (2%) se pueden calcular en una máquina de Turing 
si, y sólo si, m Æ n? 

1.20. Soa M un conjunto numerable de algunas funciones calcu- 
lables y 7' (M) el conjunto mínimo роо de máquinas de Turing, 
tales que para cualquier función f de M existo ma máquina en el 
conjunto T (M) que calcula la función f. 

1) Mostrar que si para cierto п > 1 existe en el conjunto M un 
subconjunto infinito compuesto de funciones de n lugares, entonces 
en 7 (M) habrá una máquina соп un número tan grande como so 
quiera de estados (o sea que para todo lẹ 2 1 se puede encontrar 
en 7 (М) una máquina con el número de estados mayor que l). 

2) ¿Cuál es la condición necesaria y suficiente de la finitud del 
conjunto 7 (M)? 

1.21. Construir un esquema de oporadores de la máquina de 
Turing que calcula la función f; en calidad de operadores elementales 
emplee las máquinas 7, (2 = 4. 5, 6, 7, 8). En los problemas 1) 
y 2). primero construya el esquema de operadores utilizando sólo 
las máquinas 7,, Ta, Ta, y después represente cada una do las má- 
quinas Ту, 7¿, 7, con un esquema de operadores empleando las 
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máquinas Ту, Ts, . . ., Ts. Los estados iniciales en las máquinas 
que se examinan aquí son: фа, Фи, + + +» 9, Y los estados conclusi- 
VOS: Gros Фо, @зо+ зох Fam Yao» ++ 9601 Yo" 


мл) Mil 1 | ъа = 


2) f (2) = F, 
7 gn 1—01, 
Ф119 | — 1015007 91? con z >0; 
1040ga 1” 201%, 
( 904021 | 590150291? con 22> 0; 
aquí z>0, y>0, 1220. 
Ту: WOg1Y*|— И Ода 8и",  y>0; 

3) у (2) = 3х; 

Qi у) = хал 

5] y) = — y. 

La distancia entre dos células С y С' de la cinta es igual al número 


de células que se encuentran entre С у C' más una. En particular, 
las células vecinas de la cinta se encuentran una de otra a la distan- 
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cia de 1. Sea 1 un número positivo entero. El subconjunto de todas 
las células de la cinta tales que cada dos de ellas están colocadas una 
de otra a una distancia múltiple de 1, se Пата retículo con el paso 1. 
Así que la cinta puede ser vista como la unión del retículo 1 con 
el paso 1. Sea Ru, un retículo con el paso 1. Dos células de este 
retículo se llamarán vecinas si la distancia entre ellas (examinándola 
con relación a toda la cinta) es igual a /. Se dice que la palabra Р = 
= аа... üm está escrita en el retículo Ra, si: 

1) el símbolo a, está escrito en cierta célula C, de este retículo; 

2) el símbolo a, está escrito en la célula С, que es vecina a la Сү 
en el retículo Ду, y está colocada a la derecha de la célula Су, eto.; 

т) el símbolo am está escrito en la célula С„ que está a la distan- 
cia (m — 1)-1 de la célula С, y a la derecha de ella’). 

Diremos que la máquina de Turing T, simula la máquina de 
Turing T en el retículo Ra, (con el paso 1) si cualquiera que sea la 
palabra Р (en ol alfabeto А) se cumple la condición siguiente: su- 
pongamos que en ol retículo Ru, está escrita la palabra Р y en el 
momento inicial el cabezal de la máquina 7, observa la letra que 
está más a la izquierda de la palabra P; Ja máquina Тү se detiene 
ві, y sólo si, la máquina 7 es aplicable a la palabra P; con Ja particu- 
laridad de que si 7 (Р) está determinada, entonces después de la 
terminación del trabajo de la máquina 7,, en el retículo Ru, estará 
escrita 18 palabra 7 (P). 

1.22. Simular el trabajo de la máquina 7, que calcula la función 
j, en un retículo con paso Z. 


y ma=[5), 1=4 

2) а= EE, 1-3; 

3) f(z, у) == +0, 1=%; 

1.23. Mostrar que para cualquier máquina de Turing 7 y cual- 


quier número entero [> 2, existe una máquina 7” que simula la 
máquina 7 en un retículo con paso l. 


Llamaremos código l-múltiple de la colección 8" = (ар, аз, .. . 
» + +, ал) a la palabra en el alfabeto (0, 1) que tiene la forma 
аннар йөз) (ыру, 


1.24. 1) Demostrar que la máquina que transforma el código 


básico de Ja colección &" en un código -múltiple de esta colección 
(1>2) se puede presentar con el esquema de operadores siguiente: 


«Т, Т | зә, 
T 


1) Consideremos que fuera de las células Су, Cs, ...‚ Cm en el retículo 
Rn hay sólo símbolos vacíos del alfabeto exterior. 
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donde: 
a) T, tiene el estado inicial 4. el estado de conclusión qu y 


аа. AE донае... 
... обө+цузип, 
b) 7, tiene el estado inicial ga, dos estados conelusivos ge 

ы 


жа онна 1да... 
o оте нушун 
Оа E E ER TAN 
‚оу еен ра оор git: 
ачен о 
окан 


” 
соп 22>0, 
¡ana ngt 

01 gresg 0 


A 10) тна 10. 

м Оп Hatot 
ТИИ 

Nanti) Ка ply tiet Do yanti), 

2.0 Egel оч O... 0% E 


2) Construir los programas de las máquinas Ta, Za -.., Тү 
por su descripción oral. 

Ty—la máquina al comenzar su funcionamiento desdo la última 
unidad del grupo de unidades la «mueve» una célula a la izquierda 
(sin cambiar «el contenido restante» de la сілќа!)); el cabozal se 
detiene en la primera unidad del grupo do unidades «trasladado»; 

T,—con un />4 dado, al comenzar el funcionamiento desde 
una cólula arbitraria que contiene una unidad, el cabezal de la 
máquina se mueve hacia la derecha hasta que pase por todo un grupo 
de 1 =+ 1 ceros; el cabezal se para en la primera célula después de 
este grupo y anota еп ella el 4; 

T¿—con un / > 1 dado, el cabezal de la máquina al comenzar su 
funcionamiento desde cierta célula y moviéndose hacia la derecha 
consecutivamente pone 1 unidades y se detiene en la última de ellas; 

T¿— la máquina comienza su funcionamiento desde la célula 
no vacía que está más a la izquierda; con un / > 1 dado «se busca» 
el primer grupo do Г + 1 coros que esté a la izquierda y el cabezal 
se рага en el último de estos ceros («el contenido del trozo inicial 
de la cinta» no se cambia); 

Tı— comenzando su funcionamiento desde la célula no vacía 
que está más a la izquierda, la máquina busca la unidad limítrofe 
por el lado izquierdo al primer grupo de tres ceros de la izquierda 


oo, 


1) Con otras palabras, consideramos que no ha aparecidoni una sola snueva» 
unidad y que los cambios en el trozo inicial de la cinta sólo han influido en el 
grupo indicado. 
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«rebordeado» de unidades; el cabezal se detiene en la unidad encon- 
trada («el contenido del trozo inicial de la cinta» no se cambia); 

T,— en la célula inicial se anota 0 y el cabezal, después de mover- 
so una célula hacia la izquierda, so detien 

T¿—el cabezal se mueve dos células hacia la derecha desde la 
<élula «inicial» y la máquina se detiene en el estado дао si la célula 
nueva contiene el símbolo 0, y en el estado g, si en la célula «nueva» 
hay un 1 (el contenido de la cinta queda como antes); 

Туо— el cabezal se mueve una célula a la izquierda (después 
do esto la máquina se detiene; no se hace ningún cambio en la cinta); 

Туу el cabezal comienza a moverse hacia la derecha desde 
cierta cólnla «inicial» y «encuentra» la primera (en este movimiento) 
unidad, haciendo otro paso más se para en la célula que está a la 
derecha de la unidad «encontrada»*) (el contenido de la cinta no se 
cambia). 

3) Construir, tomando en calidad de máquinas iniciales 7%, 
To Ту, un esquema operador para las máquinas 7, y Т, 
y para la máquina que transforma el código básico de la colección 
en l-múltij 

1.25. АШУ un esquema operador de una máquina de Turing 
que transforme el código i-múltiplo de la colección a" en el código 
básico de esta colección. En calidad de máquinas iniciales correspon- 
dientes a los operadores elementales emplee las máqui 

7% del problema 1.21 y además tres máquinas así: 
— con la 1 > 1 dada, el cabezal de la máquina moviéndose 
por A derecha de alguna célula vacía encuentra el primer (en esta 
dirección del movimiento del cabezal) grupo que contiene no menos 
de 1 unidades, dospués en este grupo borra las primeras 1 unidades 
y se detiene en la célula en la que estaba la última unidad borrada 
(«el resto del contenido» de Ja cinta no se cambia); 

T,— el cabezal do la «posición inicial» se mueve hacia la izquior- 
da / células (ol número 1 está dado), después de esto la máquina se 
para en la /-ósima cólula. Al hacer esto el contenido de la cinta no 
so cambi: 

a— funciona en forma análoga a la máquina 7, pero el «movi- 
miento» se hace hacia la derecha. 

Código reticulado de la colección a" = (ол. аз, . . ., Ay) se Пата 
a una palabra en el alfabeto (0, 1) anotada en n retículos con un 
paso n y con la particularidad de que en el primer retículo estará 
anotada la palabra 1%+*, en el segundo, la palabra 1%*!, ete., y en 
el n-ésimo, la palabra 1%**; los comienzos de las palabras en los 
retículos tienen que estar concordados o sea que Ја unidad que está 
más a la izquierda en el primer retículo inmediatamente precede 
{еп la cinta) а la unidad que está más a la izquierda en el segundo 


A 


КЫ 


%) Si en la célula «inicial» está escrita una unidad, entonces el cabezal se 
para en la célula vecina de la derecha. 
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retículo, y esta unidad inmediataniente precede a la unidad más 
izquierda del tercer retículo, ete. 

4.26. 1) Construir un esquema operador de una máquina de 
Turing que transforma el código básico de la colección 2” en un 
código de retículo de esta colección. En calidad de máquinas inicia- 
les que corresponden a los operadores elementales emplee las má- 
quinas 74, Ts, ..., Га dol problema 1.21 y además dos máquinas: 

T,— el cabezal de la «posición inicial» se mueve n células a la 
derecha y después de eso ве detiene (en la n-ésima célula); el conte- 
nido de la cinta no se cambia; 

Т, funciona on forma análoga a la máquina 7, pero el cabezal 
se mueve hacía 1а izquierda. 

2) Construir, empleando la misma máquina que en cl problema 
anterior, un esquema operador de una máquina de Turing que trans- 
forme un código de retículo de la colección a” en código básico de 
esta colección. 


$ 2. CLASES 
DE FUNCIONES CALCULABLES 
Y RECURSIVAS 


Las funciones que se examinan en osto párrafo son funciones 
numerales parciales. 

PA (5..6 2а) © © s Bm (Eis © > 4 а) 
se llama superposición de la función f y gy, Bm у se designa por 
SGU gm, ..., gm). Aquí la función F estará definida en la 
colección 9", у F(2) = f (е, (5), Em (3%) si, у sólo si, 
cada función g; (1<i<m) está definida en la colección 2" y, 
además, la función ў está definida en la colección (g, (27), ....., gmla”)). 

Sean g (z, аһа. Tay Жи, Cualesquiera 
dos funciones la tercera función f (či . 

+ => Жду Zn) mediante el esquema siguiente: 


Fla o Ta 0) = g (n -o as а), 
(re Ti AR) = (1) 
= h (ir -o Eno V Í (Ers -o + nas 0), y0. 


El esquema (1) se Пата esquema de recursión primitiva para la fun- 
ción f (2") por las variables жу £n +1 y representa la descripción recursi- 
va primitiva de la función f (3°) con la ayuda de las funciones g y h. 
Se dice también que Ja función f está obtenida de las funciones g y h 
con ayuda de la operación de recursión primitiva por las variables 
2л Y Tn +1: En este caso omplean también la designación f = R (g, h) 
(e indican aparte por qué variables se hace Ja recursión). 
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Al presentar la descripción recursiva primitiva de la función 
7 (2) dependiente de una variable, el esquema de la recursión primi- 
tiva tiene la forma 


{ РФ) = а, e 
flu +1) = R (v, fU), y>0, 
donde a es una constante (un número de la serie natural N = 
=(0, 1, 2, ...). 

Sea f (£y, .. ., жд у, Tn), n> 1 cierta función. Determinaremos 
la función (д, ..., „у, Zn) de la manera siguiente: sea @ = 


= (оу, ...› %n-1 ал) una colección arbitraria de números enteros 
no negativos; estudiemos la ecuación 


Í@s .. 5 Uno Y) = Uno (3) 

a) si la ecuación (3) tiene la solución y €V y con todas las 
y EN tales que 0 < у < уу, la función / (ар, ..., аъ, Y) 0814 
definida y sus valoros son diferentes de œn, entonces suponemos 
que g (2%) = Yo; 

b) si la ecuación (3) no tiene solución en números enteros no 
negalivos, entonces consideramos que g (2) no está definida; 

©) si уо es el menor número no negativo de la solución de la 
ecuación (3) y con cierto y, € N y un menor yo el valor de f (од, ... 
+. 19 бліх Y1) no está doterminado, entonces suponemos: g (2) no 
está definido. Е 

Sobre la función g (2"), construida de la manera indicada а baso 
de la función f (2”), so dice que ha sido obtenida de la función 

(т, ..., а-у, En) mediante la operación con la que se minimiza 
por la variable x, (o abreviadamente: minimizando por £n). En este 
caso se emplean las siguientes designaciones: g = Mf, о g (2% 
= Ma, (07), о g (8) = py Ut... Ina Y) = Za), 0 ("у= 
= Ha, F). 

Onservación, [Га operación do recursión primitiva у de mini- 
mizar se puede aplicar por cualesquiera variables que ontran en las 
funciones f, g y h (pero siempre hay que indicar por cuáles variables 
se hacen estas operaciones). 

En adelante denominaromos simplísimas a las siguientes funciones: 


a) $ (z) = ж + 1, función de sucesión; 

b) o (x) = 0, función nula; 

е) Im (rr -os In) = Zm (1 < т< п; п = 4, 2, ...) función 
de selección o función de elección del argumento. 


La clase Кр de todas las funciones primitivamente recursivas repre- 
senta en sí el conjunto de todas las funciones que pueden ser obteni- 
das дө las funciones simplísimas mediante las operaciones de super- 
posición y de recursión primitiva. 
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Se llama clase Кү de todas las funciones parcialmente recursivas 
al conjunto de todas las funciones que pueden ser obtenidas de las 
funciones simplísimas mediante las operaciones de superposición, 
de recursión primitiva y minimización. 

Onsenvación, Al dofinic las clases Kpr у Күр se supone que 
en la construcción de cada función concreta las operaciones corres- 
pondientes se emplean no más de un número finito de veces (ciertas 
о todas las operaciones pueden no utilizarse ni una vez). 

La clase Кү de todas las funciones recursivas generales representa 
en sí el conjunto de todas las funciones parcialmente recursivas 
siempre determinadas, 

No cs difícil mostrar que К.р > Kg (¡la inclusión es rigurosa!). 
También es justa la siguiento inclusión rigurosa: Keg D Кү. 

Por К, designaremos la clase de todas las funciones numéricas 
parciales computables en las máquinas de Turing. 

Es justa la afirmación siguiente: las clases Кү, y Kg coinciden. 

Teorema (В. Robinson). Todas las funciones primitivamente 
recursivas de un lugar, y solamente ellas, pueden ser obtenidas de las 
funciones ж +1 y sg (x= [Y Z)*) mediante una utilización finito- 
múltiple de las tres operaciones siguientes: 


a) diferencia absoluta f (х) = | fı {2) — fa (2) |; 
b) composición f (z) = f, (s (Ху); 

ё 10) =0 
©) iteración | 1@+1) = һб @)). 


2.1. Aplicar la operación de recursión primitiva a las funciones 
g (a) y h (21, Za Z4) por las variables х, y ту. Anotar la función 
Í (х\. x4) = R (g, h) en forma «analítica». 

1) g (21) = ху, h (zi, ту, ху) == ау + ть; 

2) 8 (21) = аз, (жу, Za, т) = z, + Ta; 

3) g (2) = 2", № (21, 23, ху) = 2" (suponemos 0° = 1); 

4) g (21) =1, А (а, Za, тз) = za (1 ар | 2, ++ 2—2— 2л» |); 


5) g (21) 2 h (дү, Za тз) = (ва 1) sg (14-55). 


3) f (ау, Za, 23) = ziz, O 2, (suma por el módulo 2). 
2.3. Domostrar que la relación f= R (g, №) es válida. 
4) Her, а) = rest (а, а) = 
e { аң, si 2=0, 
resto de la división de тү por 22, si 2,2>0; 
E (2) =0, h (т, ть, 23) = (231) 58 | 2—(23+1) |, 
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la recursión se hace por las variables z}, Zo. 
2) 1 z) = [2] 


2, si а= 0, 
( la parto entera de la división de ту por 22, si z¿>0; 


8(22)=0, Лб, La, ту) = за 3g | ж 4 1— (29 + 1) £3 | +38 хь, 
la recursión se hace por las variables ту, £y. 
3) (а) = ж, = ТИ, 
я = 0, h (д, ж) = (ту + 1) sg (4r, — (23 + 42). 
4) 7) = Va), EN 
g = 0, h (а, ш») = z, + sg ((х, + 1)? > (д, + 1). 


2.4. Mostrar que si las funciones g (y). q, (2), pa (2) y pa (2) 
son primitivamente recursivas, entonees la función 


Ф, (2), si g (y) < a; 
Ha y = 9 Ф (2), si a< g (y) < b, 
Ф (2), si g (y) >b, 


donde 0<a<b también es primitivamente recursiva!). 

2.5. Sean gı (y), ge (2) y galo, y) funciones primitivamente 
recursivas. Demostrar que entonces f (т, y), doterminada con el 
esquema quo se expone a continuación, también es primitivamente 
recursiva: 


1 (к + 1, 0) = g, (2), 
1(+1,у+1) = g (z, y) 
(aquí 2220 y y>0). 
2.6. Soan las funciones g (z4, . . ., 2-1, Za), һу (Tis > > +3 Жш, Zn) 
Y № (ар, .. 5 Sn- Tn), п 22 1, primitivamente recursivas. De- 
mostrar que entonces también serán primitivamente recursivas las 
funciones siguientes: 


| 1(0, у) = д (0), 


1) F (Bir +r Banis En) = X g (E1 + -s Enon i)i 


B) Plne аа) er +o ж-ы; 


Vales i 
З) ш...» Tai »-) Е ааа 
0 con у>; 


1) La condición аа зе pone sobre la función g (y) se debe entender así: se 
н» todos los valores de у con los que la función g (y) satisface la relación 
indicada. 
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4) Flan оаа = | Даб ооа) con уч, 


1 con y>2; 
halai, хита, ха) 


E ENE Ena En) = > ICAA] 
Eshi, Xp. хп) 


(aquí, como es habitual, se considera que si el límite superior de læ 
suma es menor que el inferior, entonces la suma es igual a 0); 
ма, ©» 
6) убаа... Emp En) = L 5 Es +++, Znan È) 
ШЕ; 

(en el caso de que el límite superior de la multiplicación es menor 
que el inferior, el producto se supone igual a 1). 

2.7. Aplicar la operación de minimización a la función / por 
la variable тү. Presentar la función que resulte en forma «analítica». 

D/f)=3,1=1; 


2 1) [5], : 


3) 1 (а, 2) = Л (@ т), 
4) Рб, а) = 20 = Za, È 


5) (а, ж) = — i=1, 2 
6) f (Tis Za) = 2% (27 +1), ¿=4, 2. 


2.8. Demostrar, aplicando la operación de minimización a la 
función adecuada primitivamente recursiva, que esta función f es 
parcialmente геси 

1) 4 (2) = 2 — z; 

2) уба) =; 

3) f (к. а) = 2, — 225; 
М 
4) Hrs, 2) = =. 

2.9. ¿Es justa la afirmación siguiente: si aunque sea una de las 
funciones g y h no es determinada en todas partes, entonces f = 
= R (g, h) € Кы? 

2.10. 1) ¿So puode obtener una función nunca indeterminada: 
mediante la aplicación on una vez de la operación de minimización 
a una función siempre determinada? 

2) Formular un ejemplo de una función primitivamente recursiva 
de la cual se puedo obtener, aplicando dos veces la operación de 
minimización, una función nunca indeterminada. 

2.11. Demostrar la computabilidad de las funciones siguientes: 


D Fæ y в)= [ 5] y) (24195 


Day 2) = (2282) (y? тшу; 
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CS (21y; 
4) Hey 2) = EL 0н E i, 


PA 


2.42. ¿Qué potencia tienen las clases Кы, Kegs Krp y Ko? La 
función «р (т, y), dofinida con el esquema 


o0, y =y +1, 
Ф (& +1, 0) = ф(х, 1), 
o +1, y +1) = фб, 0 (z +1, y). 


donde 2>0 ө y>0 usualmente se llama función de Ackermann. 
2.13. Mostrar que la función de Ackermann satisface las condi- 
ciones siguientes: 


а) ф(х, y) > y, con cualesquiera £ e y; 
b) 92 y) es rigurosamente monótona por las dos variables; 
c) ф(т-+_ 1, y>p(z y +1), con cualesquiera £ e y. 


2.14. Empleando el problema 2.13 y el teorema de R. Robinson 
(sobre que el sistema {т + 1, sE (ж — [V 213) es completo respecto 
а las operaciones de composición, iteración y diferencia absoluta en 
Ja clase de funciones de un lugar primitivamente recursivas), de- 
mostrar que cualesquiera que fuese la función do un lugar primitiva- 
mente recursiva f (y) se encontrará un = tal, para el cual f (y) < 
< q (2, y) con cualquier valor de la variable y. 

2.15. Mostrar que la función de Ackermann es recursiva general 
y no es primitivamente recursiva. 

2.16*. Designaremos por К’ у К}? ol conjunto de'todas las 
funciones de un lugar primitivamente recursivas y el conjunto de 
todas las funciones recursivas generales, respectivamente. Demostrar 
que el sistema Kpy U {2 + y) es completo respecto а la operación 
de superposición on la clase Kpr y el sistema K {= + y) en la 
“азе Kg. 

2.17. Supongamos que la máquina de Turing 7 calcula la fun- 
ción fı (2) € Кү, N Kpr. ¿Es siempre ciorto que la función fẹ (=, y) 
calculada en esta misma máquina no pertenece a Kpr? 

2.18. 1) Supongamos que las máquinas de Turing 7, y Ту calcu- 
Лап las funciones primitivamente recursivas /, (х) y 7, (х), respectiva- 
mente. ¿Es siempre cierto que la composición 7,7, también calcula 
cierta función recursiva primitiva ў (2)? ¿Y en el caso de que las 
máquinas 7, y Т, calculen correctamente las funciones fi y f? 

2) Supongamos que la máquina 7 calcula la función primitiva- 
mente recursiva f (z). ¿Es siempre justa la afirmación siguiente: si 
la iteración de maquinas 7 calcula cierta función siempre determi- 


nada g (x), entonces esta función forzosamente es primitivamente 
recursiva? 
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2.19. ¿Son válidas las relaciones siguientes? 
1) pa (ж = 1) = (ue (z 2) = 1. 
2) pa, (а + (22 => )) = нь, (аъ = а) + ду). 


9 ma (2+ [F ]) ека. 
4) pe (£ > [V 23%) EX pre 
5) ps (I) € Куг. 


2.20*. Supongamos que las funcionos f, (z) y fs (z) pertenecen 
al conjunto Kre N Kpr- ¿Pueden ser justas las afirmaciones siguien- 
tes! 


1) fa (fa (2)) € Kpr, poro fa (fx (2)) Кр, 


2) fa (2%) € Kor, poro [V fi (2%)] € Kpr- 
3) fa (0) + fa (2) € Ку‹, poro fa (2) + 2fa (2) 6 Kpr- 


2.21%. Sea f(z) € Kre Ку. ¿Son siempre válidas las rela- 
ciones siguientes? 


1) 1 (22) 4 Kpr. 4) 1 > f (2) € Kpr. 

2) f (x + y) € Kys 5) J (= ~> y) € Kpr- 

3) f (x-y) € Kpr- 

2.22. Las dos variables de la función f (z, y) de Кү, son sustan- 
ciales. Supongamos que jx f (2, y) y pyf (2, y) son funciones siempre 
determinadas. ¿Puedo depender sustancialmente aunque soa una de 
estas dos funcionos sólo de una variable? 

2) La función f (z, y) € Krg tiene una variable ficticia. ¿Puede, 
suponiendo además que es una función recursiva general, la función 
рай (z, y) tenor las dos variables sustanciales? 

‚23. Formular las condiciones necesaria y suficiente para que 
la función paf (z) sea nunca indeterminada. 

24. 1) ¿Cuáles serán las condiciones necesaria y suficiento para 
el cumplimiento de la relación paf (2) € Kre? 

2) ¿Puede ser aunque sea una de las funciones psf (2, y) 
о pf (z, y) recursiva general si f (£, y) € Kro N Kra? 

3.25%. Soa ў (2) € Kre N Кы. ¿Puedo sor válida la relación 
Haf (2) Є Кы? 

2.26. So sabo que f (2) € Kg y que f (22 +1) = f (2) y f (22) = 
= f (z + 1) con todos los х2>0. ¿Es cierto quo f (2) € Kpr? 

2.27. Aclarar si es completo el sistema Ksg N Kpr con relación 
a la operación de superposición en la clase Күр? 

2.28. ¿Forma el conjunto M un sistema completo en la clase Күр 
con relación a la colección de operaciones O? 


1) М = Kr N Ку, R, р}, 
) үр N Kpr А; Р) 


2) М = Кз Keg: 3 
3) M = Kre N Кр, S, u) 
M н}. 
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2.29. Supongamos que la función recursiva general j (z), tal 
que 7 (N) ={f (2): z € М}, es un subconjunto infinito propio del 
conjunto N. Confirmar sí se podrá cumplir con esta condición la 
igualdad siguiente: 


(AN) UN == Кр, 


donde Kip у Ко? son respectivamente los conjuntos de todas las 
funciones de un lugar parcialmente recursivas y de todas las funcio- 
nes recursivas generales, y la clausura se toma respecto a las opera- 
ciones de superposición y de minimización. 


$ 3. CALCULABILIDAD Y COMPLEJIDAD 
DE LOS CALCULOS 


La función parcial F (£o, 21, ..., Za) se denomina universal 
para la familia Y de funciones de n-lugares, si se cumplen las dos 
condiciones siguientes: 


а) para cada ¿(1=0,4,...) la función de n-lugares 


F (i, а, ..., Zn), pertenece a 9; 
b) para cada función f (2; . . ., Zn) de Y existe tal número i, 
que para todos los valoros de las variables z}, ..., Zn 
“ад 
La cantidad ¿ so Паша número de la función f (£y, . . ., Zn), y la 


numeración de las funciones de la familia Y obtenida de este modo, 
se llama numeración que responde a la función universal F (ху, ж\,... 

«+» Tn). Por el contrario, si es dada la numeración del sistema Ӯ, 
o sea, si os dada cualquier aplicación q: і —-ў, de la serie natural 
en Y, entonces, la función F (х0, 21, ..., Zn) determinada por 
la fórmula 


Е (20, Zis +. ar En) = frg (is ++ Zn), 


es universal para Ẹ. A cada función recursiva primitiva (parcial) 
Í (ж, - - 5 Zn) se le puede cotejar el término que refleja el modo 
de expresión de la función f (23, ..., £n) mediante la función 
Ih (а, + -es Za) = ты, в(х) = 2+1 y o(z)=0, con ayuda de 
las operaciones de superposición, de recursión primitiva (y de mini- 
mización). Numerando todos los términos, se puede obtener la nume- 
ración de todas las funciones recursivas primitivas (parciales). 
A una numeración de tal calidad se la suele llamar guedeliana (véase 
[20)). En adolante, consideraremos que se ha fijado alguna numera- 
ción guedeliana. Una función de n-lugares parcialmente recursiva, 
que tiene el número т en esta numeración, se indicará mediante pg”, 
El superíndice se omitirá, si no se tienen otras indicaciones respecto 
al número do las variables de la función qx”. 
Son justas las siguientes afirmaciones. 
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Teorema 1 (sobre la función universal para el conjunto de 
todas las funciones primitivamente recursivas de n-lugares). La clase 
de todas las funciones de n-lugares primitivamente recursivas, tiene una 
función universal recursiva-general. 

Esta función universal (correspondiente a la numeración guede- 


liana elegida) so indicará mediante D (т, 2, ..., д). 
Teorema 2 (sobre la función universal). Existe una función 
parcialmente recursiva U (ху, 2), . . ., Zn), universal ра conjunto 


de todas las funciones parcialmente recursivas de n-lugares. 

El concepto de función universal se usa frecuentemente para 
efectuar demostraciones con ayuda de la llamada «diagonalización». 
Puede servir de ejemplo la siguiente demostración de la existencia 
de la función recursiva-general, que no es primitivamente recursiva. 
Sea D (хо, 21), una función universal para la clase de funciones pri- 
mitivamente recursivas de un lugar. Del punto a) de la definición de 
función universal se deduce, que D (zp, ту) está determinada en 
todas partes. Consideremos a g (т) = D (z, z) + 1. La función g (z) 
по es primitivamente recursiva. En efecto, si g (2) fuese primitiva- 
mente recursiva, entonces, para alguna j y para todas las z se cumpli- 
ría la igualdad D (j, z) = g (z). Pero рага z = ј esta igualdad se 
transforma en la relación contradictoria 


р (р = 0 = 0р0) +1. 


Un papel importante juega el llamado (є — т — n)-teoroma, 
que pertenece a Klin. 


TEOREMA 3, Para cualesquiera m, n> 1 eziste una función 
primitivamente recursiva s"*D tal, que para todas las £, уз, .. +, Ym 
RHM (Yas -sir Uma o n= PR paon ayp) 0219 59 28). 


Sea Т una máquina do Turing, y К, alguna configuración. La 
complejidad temporal del proceso de cálculo ty (K) se determina como 
el número de pasos que efectúa la máquina 7 al pasar do K a la 
configuración final, si 7 es aplicable a К. La función £r (К) no es 
determinada, si 7 по es aplicable a К. Se Паша zona del proceso de 
cálculo э la parte mínima de la cinta, contenedora de todas las células 
de la cinta, que por lo menos integran parte de alguna de las confi- 
guraciones quo se encuentran a lo largo del proceso de cálculo. La 
capacidad de complejidad зт (K) se define como el largo de la zona 
del proceso de cálculo con configuración inicial К, si 7 es aplicable 
a la configuración К. La función s+ (К) no es determinada, si 7 
по es aplicable а К. Mediante ө y (К) se indica el número de cambios 
do direcciones del cabezal y por medio de гу (К), el número máximo 
de pasos del cabezal por la frontera entre dos células vecinas de la 
zona en el proceso de cálculo (el máximo se toma por todos los pares 
do células vecinas). Las funciones от (К) y гт (К) по son determi- 
nadas, si 7 no es aplicable a К. Si en calidad de configuración К 
se toma la configuración inicial para la palabra Р, entonces las 
funciones de complejidad se indican respectivamente por medio de 
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to (Р), вт (P), © r (P) y rr (Р). Si qr es una cierta función de complo- 
jidad, entonces gr (1) = máx qr (P). 

3.1. Demostrar que la función, universal para las funciones 
primitivamente recursivas de un Jugar 

a) toma todos los valores; 

b) toma cada valor un número infinito de veces. 

3.2. Mostrar que en la numeración guedeliana, cada función 
primitivamente recursiva de un lugar tiene una cantidad calculable 
de números. 

3.3.1Demostrar que no existe ninguna función universal 'parcial- 
mente recursiva para la familia de todas las funciones recursivas- 
generales de n-lugares. 

3.4. Demostrar que existen funciones parciales numéricas, que 
по son parcialmonte recursivas, Dar dos demostraciones, una de las 
cuales so base en la comparación de las potencias del conjunto do las 
funciones parcialmente recursivas y del conjunto de todas las fun- 
ciones numéricas parciales, y la otra, en la «diegonalización». 

3.5. Poner un ejemplo de función numérica parcial, que tomo 
exactamente un valor y que no sea parcialmente recursiva. 

3.6. Demostrar que la función f no es parcialmente recursiva. 


_ f 1, si el valor Ф, (y) está determinado, 
9 1а, | 0, en ol caso contrario, 

4, si Ф. (2) está determinado, 

0, en el caso contrario. 


э®-{ 


Фф, (у), si Фф, (y) está determinado, 
91 n=( 0, en el caso contrario. 
1, si Ф. (0) =z, 
Arem a=[, 0, en ol caso contrario, 
, si existe un y, para el cual Ф, (у) =z, 
0, en el caso contrario. 


5) ў, v э-{ 


3.7. Aclalar si la función f es parcialmente recursiva о no. 


р si 9x(2)=1, 
1) ®={ 0, on ol caso contrario. 
7 indeterminada, si Ф, (х) es determinado, 
E ca 


de la función Px, 


1, si la unidad pertenece al conjunto de valores 
310 | 
O, en el caso contrario. 
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4) f (a)= f + 5 95 es primitivamente recursiva, 
2)= 
0, en el caso contrario. 


1, si en la descomposición decimal del número a 
5) / (2) = 4 hay una cantidad infinita de ceros, 
0, en el caso contrario. 


3.8. Sea u (20, Ty, ..., Tn) una función parcialmente recursiva, 
universal para algún subconjunto no vacío M de funciones recursivas- 
generales, tal que К N M es infinito, Por medio de la «diagonali- 
zación», indicar el conjunto numerable de las funciones recursivas- 
generales, no portenecientes а M. 

3.9. Mostrar que si la función f (2) es parcialmente recursiva, 
entonces, toda función distinta de f (т) en un conjunto finito de 
valores del argumento, es parcialmente recursiva. 

3.10. Sea 0 (z, y) una función universal para el conjunto de 
todas las funciones parcialmente recursivas de un lugar. Demostrar 
que la función f(x) = U (x, 2) + 1 no tiene predeterminaciones 
recursivas (en otras palabras, toda función determinada en todas 
partes, que coincide con f (z) en todo lugar en dondo f (т) está deter- 
minada y en lo restante es arbitraria, no ез parcialmente recursiva). 

3.11. Sea una función parcialmente recursiva / (х) tal, que la 
función h (2), determinada por la condición: 


0 en aquellos puntos, donde f(z) está determinada,!! 
1 en los puntos, donde f(x) es indeterminada, 


h(a)= { 
es recursiva. Mostrar, que la función f (z) tiene predeterminación 
recursiva. 

3.12. Poner un ejemplo do sucesión binaria о, %j, .. ., On» ++ 0 
que es engendrada por un operador determinado autónomo convo- 
niente, y cumple la siguiente condi: la función f (х), determinada 
para todo n>0 por la igualdad f (п) = æn, no es recursiva-general. 

3.13. 1) Mostrar, que si la sucesión 00, 01, + - ++ Any ·. ., ез de 
salida para cierto operador acotado-determinado autónomo, entonces 
la función f (2), propuesta para todo n>0, mediante la relación 
f (n) = an, es recursiva-general. 

2) Una función así, ¿es siempre primitivamento recursiva? 

3.14. Construir un ejemplo de sucesión binaria infinita 4 = Ap, 
Ay ++. Gn, » - -» que cumpla las siguientes condiciones: 

1) no existe ningún a.-d. operador, рага el cual & resulta una 
sucesión de salida; 

2) existe una máquina de Turing que comenzando el trabajo con 
una cinta vacía, construye la sucesión d; además, рага cada л existe 
tal momento de tiempo 2, = to (п), que para todo t>+tp el cabezal 
de la máquina no observa las células de la cinta que se encuentran 
a la izquierda de aquella en la que está escrito el símbolo œn- 
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3.15. Poner un ejemplo de transformación de palabras finitas, que 
pueda ser ejecutada con una máquina de Turing conveniente, pero 
que no pueda ser realizable por ningún operador determinado. 

3.16. Para la función dada f, construir una máquina de Turing 7, 
quo calcule correctamente f, con evaluación superior para su función 
temporal de complejidad, y evaluar superiormente las restantes funcio- 
nes de complejidad. Los datos de entrada son dados en forma monaria. 
El alfabeto exterior es А = (0, 1}. 


1) f(z, y=2+y, tr (n) <en 


2) f(2)=2z, tr (n)<en?; 
3) /(2)=|2—yl, tr (1) <en% 
9160=[F), tro 
5) 1 (2) = Пов z|, tr (n) < ст. 


3.17. Construir una máquina de Turing 7, que realice la traduc- 
ción de una escritura monaria de números a una binaria, con las 
limitaciones dadas para la función de complejidad: ty (л) < сул?, 
зт (п) ~ n, шт (п) < csn, гт (п) < суп, donde су, сз, су son algunas 
constantes. 

3.18. Construir una máquina de Turing 7, que realice la traduc- 
ción de una escritura binaria a una monaria, tal que ty (п) <c, n2", 
зт (n)~ con+2%, өт (п) < суп2”. гт (п) < сл", donde сү, су, Ca, 
с, зоп algunas constantes. 

3.19. Construir una máquina de Turing 7, con alfaboto de entrada A 
de m letras, que transforme la palabra P en la palabra PeP, donde 
ol símbolo + no forma parte de P, y tal, que ty (л) < ejn?, sy (п) < 
< сол, от (п) < can, гр (n) < en. 

-20. 1) Construir una máquina 7, que distinga la linealidad *) 
de una función booleanafarbitraria f (2”). La función f (27) se da me- 
diante el vector binario «y, de longitud № = 2”, El alfabeto de 
entrada de la máquina es А = (0, 1, A). Las funciones ty (№) 
y Sr (N) deberán satisfacer las desigualdades £r (N) < eN”, sr (№) < 
L №. 

2) Construir una máquina 7, que distinga la autodualidad de la 
a booleana arbitraria f (27), y tal, que ty (№) < сү, s(N) < 
< eN. 

3) Construir una máquina 7, quedistinga la monotonía do la fun- 
ción de Boole arbitraria f(z”), y tal, фое? (N) < с, 52 (№) сҮ. 

3.21. Mostrar que para cualquier máquina de Turing 7 y рага 
cualquier palabra P. 

1) зт (P) < tr (P) + |P |; 

2) existe una constante c, tal que tp (Р) < ст), 

з) La máquina que distingue alguna propiedad de la palabra de entrada, 


tene dos posiciones de clausura: g y 5. Lafmáquina deberá detenerse en la po- 
sición д; si la propiedad so cumplo, y on la posición q3 ві no. 
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Capítulo 
УШ 


ELEMENTOS 
DE COMBINATORIA 


$ 1. PERMUTACIONES Y COMBINACIONES. 
PROPIEDADES DE LOS COEFICIENTES 


BINOMINALES 
La colección de los elementos an, ..., a, del conjunto U = 
= (41, . . .1 аһ} se llama selección o arreglo de volumen т de п elemen- 


tos, о (n, r)-selección. La selección sé llama ordenada si so da el orden 
consecutivo de los elementos. Dos selecciones ordenadas que se difo- 
rencien solamente en el orden consecutivo de los elementos se con- 
sideran diforentes. Si el orden consecutivo de los elementos no өз 
sustancial, se dice que la selección es no ordenada. En las selecciones 
se puede admitir o no admitir la repetición de los elementos. Una 
(п, r)-selección ordenada en la que los elementos pueden repetirse se 
llama permutación con repeticiones de n elementos por r o (п, r)-permu- 
tación con repeticiones. Si los elementos de una (n, r)-selección son 
diferentes de par en par, entonces ésta se llama (n, r)-permutación sin 
repeticiones, o, simplemente, (n, r)-permutación. El número de (л, r)- 
permutaciones se designará por el símbolo P (n, r) y el número de 
(п, r)-pormutaciones con repeticiones рог P (п, г). Una (п, r)-selec- 
ción no ordenada en la que sus elementos pueden repetirse se llama 
combinación con repetición de n elementos por r о abreviadamento 
(n, r)-combinación con repeticiones. Si los elementos de una selección 
no ordenada son diferentes de par en par, ésta se llama combinación 
(sin repeticiones) de n elementos por т o (n, r)-combinación. Cada una de 
estas combinaciones representa en sí un subconjunto de potencia r 
del conjunto Y. El número de combinaciones de » elementos рог r se 
designará рог С (п, г) 1). El número de combinaciones con repeticio- 
nes de n elementos рог r se designará por Ё (n, >). 


1) En la literatura también se suelen encontrar las designaciones С}, nCr, 
(a, nl ) . 
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EsempLo. Sean U = (a, b, с} y г == 2. Entonces hay: nueve per- 
mutaciones con repeticiones: aa, ab, ac, ba, bb, be, ca, cb, cc; 

seis permutaciones sin repeticiones; ab, ac, ba, be, ca, cb; 

seis combinaciones con repeticiones: aa, ab, ac, bb, be, cc; 

tres combinaciones sin repeticiones; ab, ac, be. 

El producto л (п — 1) ... (n — ту + 1), donde т es un número 
real y r es un número entero positivo, lo designaremos por (п),. Por 
definición pondremos (п), = 1. Si т es un número natural, pues (2), 
se designa рог el símbolo л! y se llama n-factorial. Соп n = 0 supo- 
nemos 0! = 1. Para cualquier п real y un г entero y no negativo la 


magnitud 42 se Паша coeficiente binominal y se designa por el sím- 


bolo (" ) . Supongamos quer,, +, - .,rąson números enteros no nega- 
nl 

purupi 

coeficiente polinomial y se designa рог (, ,” ). 

Al calcular el númoro de diferentes combinaciones se emplean las 
dos reglas siguientes. 

REGLA DE LA SUMA, Si el objeto A puede ser elegido de m maneras 
y el objeto B de otras n maneras, entonces la elección «4, о B» puede 
ser realizada соп т -} n procedimientos. 

REGLA DE LA MULTIPLICACION. Siel objeto A puede ser seleccionado 
con m procedimientos y después de cada tal selección el objeto B, 
а su vez, puede ser seleccionado con т procedimientos, entonces la 
selección «А y В» en el orden indicado puede ser realizado de mn 
maneras, 

1.1. Mostrar que: 


0) (т) =; 3) Ст = ("); 
2) P(n т) = (0) AÊ (r) (070). 


1.2. Hallar el número de vectores @ == (01, . . +, Œn), cuyas coor- 
denadas satisfacen las condiciones: 


1) а, Є {0,...,6— 1), = 1, nm 
2) о, Є {0, ..., ki — 1), i =T, 2 


3) 01€ 0, 1),:= 1, > ац = г. 


1.3. 1) ¿Cuál es el número de matrices de n filas у т columnas con 
elementos del conjunto (0, 1)? 

2) Lo mismo con la condición de que las filas de las matrices sean 
diferentes de par en par. 

1.4. ¿Cuántas y cuáles cifras harán falta para anotar todos los 
números naturales menores que 1 

1.5. Las coaliciones A y B están entre sí en guerra; п países neu- 
trales se encuentran indecisos, de ellos p no se unen a A у К no se unen 


tivos y rı + ra... +r, =n. La magnitud se llama 
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a B. ¿Cuántas nuevas situaciones pueden aparecer en esta guerra en 
dependencia de la conducta sucesiva de los países neutrales? 

1.6. Solucionar los problemas siguentes empleando la regla de la 
suma y de la multiplicación. 

1) ¿De cuántas maneras de las 28 fichas del dominó se pueden 
escoger dos fichas tales que se las pueda poner una junto a la otra 
(о sea quo haya un mismo número en las dos fichas)? 

2) Se echan tres dados (con seis caras cada uno). ¿De cuántas 
maneras pueden éstos caor de forma que, o bien todas las caras de 
arriba sean iguales, o bien sean diferentes de par en par? 

3) Los ingleses tienen la costumbre de dar a sus niños varios 
nombres. ¿De cuántas maneras so puedo dar el nombre a un niño si 
se le da no más de tres nombres y el número total de nombres es igual 
a 300? (Dos maneras que se diferencian solamente en el orden de los 
nombres se consideran diferentes). 

1.7. Se dan m objetos de una calidad y n de otra. Hallar el número 
de selecciones compuestas de г objetos de una calidad y s de la otra. 

1,8. Supongamos que n = př ...u%r es la descomposición del 
número л en el producto de números primos diferentes entre sí de par 
en par. Hallar: 

1) el número de todos los divisores naturales del número л; 

2) el número de todos los divisores que no se dividen por el cua- 
drado de ningún número entero diferente de la unidad; 

3) la suma do los divisores del número л. 

1.9. 1) Do п letras entre las cuales la a entra a veces, la bentra р 
veces y las demás letras son diferentes de par en par, so forman com- 
binaciones con repeticiones de r elementos. ¿Cuántas habrá entre 
ellas que contengan ћ veces la letra a y k veces la letra b? 

2) ¿Cuántas palabras diferentes que contengan r letras se pueden 
componer con estas л letras? 

1.10. ¿De cuántas maneras se puede presentar el número л en for- 
ma de una suma de К sumandos (las presentaciones que se diferencian 
solamente en el orden de los sumandos se consideran diferentes), si: 

1) cada sumando es un número entero no negativo; 

2) cada sumando es un número natural? 

1.11. 1) ¿Do cuántas maneras se pueden colocar т ceros y k unida- 
des de tal forma que no haya dos unidades seguidas? 

2) ¿Cuántos números existen que sean enteros positivos, no mayo- 
ros de Ж“, cuyas cifras estén dispuestas en un orden no decre- 
ciente? 

3) Una ciudad tiene la forma de rectángulo, las callos la dividen 
en cuadrados. En la dirección de norte a sur hay n cuadrados y en la 
dirección de este o oeste hay k cuadrados. ¿Cuál es el número de las 
rutas más cortas entre uno de los vértices del rectángulo y el 
opuesto? 

1.12. ¿De cuántas maneras se puede presentar el número 11” en 
forma de tres factores (las presentaciones que se diferencian solamente 
en el orden de los factores se consideran diferentes)? 


247 


2) El mismo problema, pero las presentaciones que se diferencian 
solamente en el orden de los factores no se consideran diferentes 
у п 5 38. 

1.18. ¿De cuántas maneras se pueden colocar k torres еп un tablero 
semejante al del ajedrez pero de dimensiones m X п de tal manera 
que ninguna de ellas se amenace mutuamente, o sea que no haya dos 
o más que se encuentren en una línea vertical o horizontal? Examinar 
los casos: 

1) k == п = m, todas las torres son del mismo color; 

2) k = п = m, hay р torres blancas y К — р torres negras; 

3)k<n<m, todas las torres están pintadas de diferentes 
colores; pai 

4k so <т hay k; torres del color i (i = I, з), А4... 


1.14. Tonemos una baraja con án cartas (n > 5) que tiene cuatro 

palos, en cada uno de los cuales hay п cartas numeradas con 1,2,... 
. -, n, Calcular de cuántas maneras se pueden recoger cinco cartas 

de forma que entre ellas resulten: 

1) cinco cartas consecutivas de un palo; 

2) cuatro cartas de las cinco, con los mismos números; 

3) tres cartas con un número y dos con otro; 

4) cinco cartas de un mismo palo; 

5) cinco cartas numeradas consecutivamente; 

6) tres cartas de las cinco con el mismo número; 

7) dos cartas de las cinco con los mismos números y las demás con 
números diferentes. 

1.15. Demostrar las propiedades siguientes de los coeficientes 
binominales: 


ә (092062): э GACE 
OO o GIDE =: 
=G: D E 
КЫ = ә 3E 


1.16. Demostrar que: 


1) (2) aumenta en función de п соп k fijo; 


2) (1-7) disminuye en función de r con п y k fijos; 


k—r 
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Зу зї n es;tijo, entonces (0) aumenta en función dejk con 
4<n/2) y disminuye соп k> Jn/2 1); 


4) má (2) = (шд) Ц 
5) el valor mínimo de la suma (pt) -+ (3) +... -+(7°) Бајо 
la condición de que ў т=п os igual а 
dt 


en) (Тї). 
donde q = [n/3], r =n — s (ер 


6), el valor máximo de la suma + (Je (5) bajo 
la condición de que ОА, <... <, п, 1<s<n+1 es igual a 
3.0) 
пор 3 
7) Mostrar que con un p primo у con cualquier p>k>1 
(2) es múltiplo de р. 


8) Mostrar que T] p< (7), donde la multiplicación ве 
n<p e?n 
toma por todos los númoros primos p; (n< p¡<2n). 

1.17. 1) Supongamos que m es un número entero no negativo 
уп = п (т) ез el número entero mínimo tal que m < п!. Mostrar que 
se puede, y además de una sola manera, cotejar al número m tal vec- 
tor @(т) = (ау, аз, --., On) que т = atla? 4... 4 
+ an-ı (п — 1)!, donde 0< a; <Ș i (i = 1, п 1). 

2) Hallar el vector @ (т) para m = 15, 23, 37. 

3) ¿A qué números'se les cotejan los vectores о, = (0, 1, 0, 23), 
@ = (1, 0, 2, 4? 

4) Proponer un algoritmo para la enumeración irrepetida de todas 
las (т, n)-permutaciones de los números 1, 2, ..., п. 

1.18. 1) Sean k, n números naturales. Demostrar que a cualquier 
número entero m(0<m < ( К )) sole puede cotejar, y además de una 


única manera, el vector $ (т) = (б, Ва, .. ., Ba) que satisface la 
condición 


пан (В) Je (1). 


1) Aquí y en adelante con el símbolo [5] se designa Ja parto entera del núme- 
то real 5, y con el símbolo ]b[, el menor entero que no es menor que b. Con el 
signo {b} se designa la parte fraccionaria del número b. 
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2) Determinar el número m por el vector dado В (т) = (6, 3, 0). 

3) Formar el vector f (т) рага т = 19, п = 7, k = 4. 

4) A base del problema 1) elaborar un procedimiento para la 
enumeración irrepetible de todos los vectores de longitud n que tie- 
nen k coordenadas igual a la unidad y las demás igual a cero. 


1.19. Demostrar, con inducción por п y empleando la relación 
A лп Ф P 
(Б) (&)-+(„^{)› la identidad 


ШО: Ab je (1) 


1.20. Supongamos que n y m son números positivos enteros. 
Empleando la identidad (1), > de algún otro modo, demostrar las 
igualdades siguientes: 


D 3 (1)=> 


h=0 
2 3 (19 (5) =0; 
ho 
3) D ®()=»2= 
7 
4) Ў к (к—1) (7) =n (а—1) 272; 
һе? 


5) ` (+0 (:)=0+102" 


h=0 


S_ 4 (п 14 omi); 
6) 2 =т()= zpr "9—40 


< i pn 
D (0 (1 

S (NA үа 1 Д 
8) Ксы E ар-на 


ә 0002.) 0): 


10) 3 a (а (2): 


а 
(2л)! 
113 О) (т — Ку 
аео 
n onh 


125 У (C 


h=0r=0 


13) (– 0% (2) = 
са e 
ден 


њо) 20): 


m nfo kn, 
93m) AOS, 5 


(= (6); 


n 
Esemero, Demostrar la identidad У) (7) = 2". 


кез 
PRIMER PROCEDIMIENTO. El número de subconjuntos de К elemen- 
tos del conjunto (1, 2, . . .. л} es igual a (7), y el пішого de todos 


los subconjuntos es 2". Do esto se deduce la identidad. 
SEGUNDO PROCEDIMIENTO. Hacer 1 = 1 en la identidad (1). 
1.21. Demostrar que: 


9 2 (x)= 2 (aa) 27% 


24 3 (2) =2 42% cos ле; 


3) si O<r<m, entonces 
m-i алім эму 


т z (mier) = > (4-е " )", donde = —1; 


45 (ыт) (+? costa), 0<r<3; 
» 
5) si O<r<m, m>1, entonces 
(1—60) (а) SE (14m cos" E). 
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InpicacióN. En los problemas 4) y 5) utilizar la identidad del 
punto 3). 
1.22. Demostrar que 
mt шш тшу 
a y 
п) 2 e" (1+ае” у, 
y con la ayuda de la identidad РАА calcular: 


0 Уз): D DOPA aa): 
7 > 


3) р ya (sra) (ғ, 


1.23. Demostrar que соп m> 0 у n>0 enteros siempre son 
válidas las igualdades: 


1) Хв ta E ‚о т> 


2) El (ts 1) = sm „т>. 
3) Y ti n = tii picie De 
а 


1.24. Que sean a, b números reales y К, m, n, r números enteros no 
negativos. Demostrar que: 


1) (0+0) (67): 

2) а+у=Ў (0), <i 

d (F= (H), o 
ә El (0) (0) (2): 


5) A (8) (124) = (27°) (teorema de la suma); 


o E o()=() 


n—k vo da 


® A (ОЧ) (р): 


EI (A 
10 Ж (ы) A 
пее 


11) mz (а) Е е" Utoe" у, bci 


v=o, 


7 р: (hu PA (ена), 
=з 


Sl 


1.25. 1) Hallar el número de todas las palabras de longitud mn 
en un alfabeto de n letras, en las que cada letra del alfabeto aparece m 
veces. 

2) ¿De cuántas maneras un conjunto de z elementos puede ser 
dividido en s subconjuntos de los cuales el primero contiene k, ele- 
mentos, el segundo k, elementos, etc.? 

3) Partiendo desde el punto de vista combinatorio mostrar que 
para cualesquiera números enteros no negativos ky, ke, ..., Kg, My 
tales que №, +s -+ . ..-+k, = n es válida la igualdad 


G) CR) e AAA e 


4) Demostrar, con inducción por s, la identidad 
al 
CN „ кы 


nt 


E i 


§ 2. FORMULA 
DE INCLUSIONES 
Y EXCLUSIONES 


Que haya N objetos y n propiedades ол, .. ., An. Cada uno de 
estos objetos puede tener o no tener cualquiera de estas propiedades. 
Designemos por N (24, , . - ., %1,) el número de objetos que tienen 


las propiedades œi, .. ., a, (у puede ser algunas otras también). 


Entonces el número de objetos M, que no tienen ninguna de las pro- 
piedades шз, . . -, ал se determina con la igualdad 


Ño = So — 8345. —...+(—1)°$„, (2) 
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donde S =N у 


N (ам, о, аа), TR. 
= 


La fórmula (2) se llama fórmula de inclusiones y exclusiones. 

EsenpLo del empleo de la fórmula de inclusiones y exclusiones. 
Supongamos que una baraja está formada de т cartas numeradas con 
números desde el 1 hasta el n (1, . . ., п) ¿De cuántas maneras se pue- 
den colocar las cartas en la baraja de tal forma que para ningún i 
(1<i<n) la carta con el número і no se encuentre en el і-ёвішо 
lugar? 

SoLucion. Hay n propiedades a; del género: «1а carta con el número 
i ocupa en la baraja el ¿simo lugar». El número de todos 10 
órdenes posibles de las cartas en la baraja es igual a nl. El número de 
colocaciones А (œt, » - -, d) en las cuales la carta con el número iy 


ocupa el lugar iy (у = 1, k) es igual a (л — К)! Entonces 
I 
So=nl, S= у N (юзе... ш) = (5) 0—01. 
ване 


Empleando la fórmula (2) obtenemos que el número de colocaciones Ño 
en las que no se cumplen ninguna de las propiedades оң es igual a 


” n 
Ў (Srn У PH. 
kao Ao 
2.4%. 1) Demostrar por inducción la fórmula (2) 
2) Sea Mm el número de objetos que tienen exactamente m pro- 
piodades de л. Demostrar que 
nm 
бан У UE) Smin @) 
Г] 
3) Sea Ñm ol número do objetos que tienen no menos que т pro- 
piedades de л. Demostrar que 


№. DO (ALP) в. 4) 
к 
4) Mostrar que 
S= D (7)4 (5) 
Ps 
S= Y (11M (6) 
5) Mostrar que е 
Sm— (т + 1) Sm1< Xin L Sm (7) 
Sm — MS m < Nm Sm 6) 
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2.2. Cuatro caballeros entregan sus sombreros en el guardarropa. 
Suponiendo que después los sombreros se reciben al azar, hallar la 
probabilidad de que exactamente k caballeros recibirán sus propios 
sombreros. Examinar todos los valores de k (0<k<4). 

2.3. Sea Е (r, n, т) el número de maneras de colocación de r 
objetos en п cajones entre los cuales quedarán exactamente m cajones 
vacios Y-F €, m, m) ее númeco de lea Golocasiones en las Sarla Ao 
menos de m cajones resulta que quedan vacíos. Mostrar que: 


1) Etr, n 0) У) (0 (6) 04; 
iao 
2) E(r, n, m= (2) 5 (o п") amk; 
e 


3) F(r, n, т) (п) S(T”) п E. 


2.4. Al investigar los gustos de lectura de los estudiantes rosultó 
que el 60% de ellos lee la revista A; el 50%, la revista B; el 50%, la 
revista С; el 30%, las revistas A y B; el 20%, las revistas В y С; el 
40%, las revistas A y С; el 10%, las revistas A, В y С. ¿Qué tanto 
por ciento de los estudiantes 

1) no lee ninguna revista; 

2) leo exactamente dos revistas; 

3) lee no menos de dos revistas? 

2.5. En una de las cátedras de la universidad trabajan trece per- 
sonas y cada una de ellas sabe aunque sea una lengua extranjera. 
Diez personas saben el inglés, siete el alemán, seis el francés. Hay 
cinco que saben el inglés y el alemán, cuatro que saben el inglés y el 
francés, tres el alemán y el francés. 

4) ¿Cuántas personas saben las tres lenguas? 

2) ¿Cuántas personas saben exactamente dos lenguas? 

3) ¿Cuántas personas saben sólo el inglés? 

2.6. 1) Mostrar que la cantidad de números naturales que se di: 
den por n y que no son mayores de т es igual a [z/n]. 

2) Hallar la cantidad de números positivos enteros que no sean 
mayores de 1000 y que no se dividan por ninguno de los números 3, 5 y 


3) Hallar la cantidad de números positivos enteros que no sean 
mayores de 1000 y que no se dividan por ninguno de los números 6, 
10 y 15. 

4) Demostrar que si n = 30 m, entonces la cantidad de números 
enteros que no son mayores de n y que no se dividen por ninguno de 
los números 6, 10, 15 es igual a 22 т. 

5) Supongamos que р;, ..., р, воп todos números primos no 
mayores de Vn. Mostrar que la cantidad de números primos p tales 
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que Va < p<n es igual a n—1— ‚2 (—1)5*$,, donde la suma 


3) 


se toma por todas las colecciones posibles ( 7.) de los índices о, ..., а» 


en los que hay exactamente k índices iguales a 1 y los demás son 
iguales a cero. 
6) Hallar la cantidad de números primos no mayores de 250. 
2.7. Sea U un conjunto de п (n>3) elementos. 
1) Hallar el número de pares (X, Y) de subconjuntos del conjun- 
to U tales que X ПУ = $. 
2) Hallar el número de pares (X, Y) tales que X= U, Y = U, 
VAS у (ҮМХ) | = 1. 
3) Hallar el número do tales tríos (X, Y, Z) que X = U, Y = U, 
ZSU,XUY 02 = Xu. 
4) Hallar el número de tales pares (X, Y) do subconjuntos del 
conjunto U que X NY =$, 1Х |2 2,10 1 . 
5) Hallar el número do tales pares (X, Y), que X = U, Y <= U, 
ГОХУ) у (0) 11, 1X1>2 1Y 1>2. 
6) Hallar ol número de tales tríos (X, У, Z) que X = U, Y = U, 
ZsU,XUANAD=XUY, 1X1>2 1 1>2 |Z] <4. 
2.8. PROBLEMA DEL MAYORDOMO. А una comida que tendrá lugar 
en una mesa redonda están invitados n pares de caballeros enemi- 
.gos entro sí (»>2). Hay que acomodarlos en la mesa de tal ma- 
nera que ningún par de onomigos estén sentados uno al lado dol 
n 


otro. Mostrar que eso se puede hacer do > (—1)* G ) 212n—k)! 
eo 
maneras. 

2.9. PROBLEMA DE LOS MATRIMONIOS. ¿De cuántas maneras se puede 
acomodar en una mesa redonda п matrimonios de tal forma que los 
hombres y las mujeres se alternan y ningún matrimonio esté sentado 
junto? 


$ 3. SUCESIONES REGRESIVAS, 
FUNCIONES GENERATRICES, 
RELACIONES RECURRENTES 


La sucesión 4o, y, - - -; An, . - - so Пата regresiva si para cierto k 
y todas las n se cumple la relación del tipo 
angr + Ping - + Ра = 0, 9) 
donde los coeficientes ру, ¿ = T, Ё no dependen de л. El polinomio 
Pa (а) = ppan 4 pa _ (10) 
se Mama característico para la sucesión regresiva (an). 
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3.1. 1) Demostrar que una sucesión regresiva se dotermina por 
completo al dar los primeros k términos. 

2) Supongamos que À es Ja raíz de un polinomio característico. 
Mostrar que la sucesión {с^}, donde с es una constante arbitraria, 
satisface la relación (9). 

3) Demostrar que si M, ..., Аһ son raíces simples (que no son 
múltiples) de un polinomio característico, entonces la solución gene- 
ral de la relación rocurrento (9) es del tipo siguiente а, = сул +. . . 
‚зс. 

4) Supongamos que А; ез la raíz de la multiplicidad r; (¿ = Ї,з) 
del polinomio característico (10). Domostrar que en este caso la solu- 
ción general de la relación recurrente (9) es del tipo 


а= > (eaten... Heini A, 


donde c; (i = 1, s; r;) son constantes arbitrarias. 
3.2, Hallar la solución general de las relaciones recurrentes: 
1) ng — 4ängı + 3an = 0; 
2) Una --Заһ = 0; 


6) angs + Заһа 30,1 аһ = 0. E 
3.3, Hallar a, por las relaciones recurrentes y las condiciones 
iniciales: 
1) ал,» — 44 + 3an = 0, 
‚ аз = 16; 0 
т Запа + алы — 3an = 0, 
3, а =T, as = 07; 
30m, 1 +24, = 0, 
a, =a, a, =b, a, = 
4) аы — 2 соз Up, + Gn 
ар == соза, a, = còs 2а. 
3.4. Demostrar que: 


1) si z = 1 no es raíz del polinomio 2° + рх +4, entonces una 
solución particular de la relación recurrente 


anga + Рама + gan = ол +$ (11) 
donde а, В, p, g son números dados, es la sucesión af = an + b; 
hallar a y 
2) siz = 1 es una raíz simple del polinomio 2° + pr+q, enton- 
сев la solución particular se puede encontrar en la forma af=2 (an+ 
+ b); hallar a у 5; 
3) si z= 1 es la raíz múltiple del polinomio z? -+ pz + g, 
entonces se puede encontrar una solución particular de la forma 
аў = n? (an + b); hallar a y b; 


ә 


0, 
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4) en cada uno de los casos anteriores encontrar la solución gene- 
ral de la rolación (11). 
3.5. Resolver las relaciones recurrentes: 
1) anpi — а = т, а 
2) anso + 2а, 
а= — 9, a, = 45; 
3) ал,» — ба,» + 11а: — 60, = 6n? — án — 17, 
ар = 3, аз = 15, аз = 41. 
3.6. 1) Supongamos que {an} y {bn} son dos sucesiones cuyos tér- 
minos están ligados con las relaciones 
алуу = Рза 4-90. 
пуз = Рза» + бп, 
А = Pa — рат = 0, 
donde ру, 9, Pa, Qa зоп números dados. Hallar la expresión para an 
у bn considerando que a, y b, están dados. 
2) Hallar la solución del sistoma de relaciones recurrentes 


27-5", 


a = 14, b, = —6. 
3) Hallar la solución general del sistema de relaciones recurrentes 
anp = ba +5, Баа = —а, +3. 
3.7. La sucesión de Fibonacci {Fn} se da con la relación recurrente 


Fipa = Fnsr + Р, y las condiciones iniciales F, = F, = 1. Demos- 
trar que: 

4) para cualesquiera números naturales n y т, Ё,» = Fn-F m+ 
“H EnF mar 


2) para cualesquiera m y п = km eì número F, se divide por Fm. 

3) dos números consecutivos Р, у Fn,, son primos entre sí; 

4) todo número natural № (N > 1) puede ser unívocamonte 
representado en forma de una suma de los números de Fibonacci, tal 
que cada númoro entra en la suma no más de una vez y ningunos dos 
números consecutivos no entran juntos; 


1 1+ Y 3 ү" 1-15 үл, 
5 EL т) (25 1: 
6) Р, + Fa +.. -+ Рала == Ель 
7) 1 + Fat Fi Fon = Ёш; 
8) Fass + Fa — Fri = Ран. 
Se puede ligar la serie А (f) = a, + mt... F ant +.. a 
lamada función generatriz para la sucesión {an} con cada sucesión 


ао, ау... аһ... En aquellos casos cuando la serie А (t) converge 
a cierta función f (0), entonces también se dice que la función f (0) 
es generatriz para (4). La serie E (t) = ао +a і... А + 


+... se llama función generatriz exponencial para (an). Las 
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operaciones de suma, multiplicación y multiplicación por una còns- 
tante para las funciones generatrices se pueden definir examinándo- 
las como series formales. Supongamos que А (t) y B (t) son funcio- 
nes generatrices para las series {an} y {5,) respectivamente, а у В 
son constantes. Entonces 


aA (t) + BB (0) = оа, Bbo + (аа, + к +. 
+ бл, + Pba) +. 
A (t)-B (t) = aobo + (aob; + аһ) +. 
а ааа TO 


Si Е, (1) y Es (t) son funciones каны exponenciales para 
las sories ES y {bn} respectivamente, pues la suma y la multiplica- 
ción por una constante se definen 10 mismo que para las funciones 
generatrices corrientes y su producto se define de la manera siguiente 


E, (t) Ept) =ош... +2 


donde cn= an+ (7) аа...) rbn- >>> + ando. 
3.8. Mostrar que la función A (£) ( y respectivamente la Æ (t) es 
una función generatriz (generatriz exponencial) para la serie (an) si: 
4) an=a", A(t) =(1— at), E (1) =exp (at); 
2) an=n, A()=t(1—1)2, E (1) =texpt; 
3) aa=n(n—1), A()=22 (11), E() =t%expt; 
4) an=n?, A(t)=t (+1) (1137,  E(9=t(t+8)oxpt; 


5) а= (н), A(0)=(1+2” 


6) а„=(т)„, Е (0) =(141”. 

3.9. Supongamos que А (t) y E (¢) son, respectivamente, una 
tanta corriente y una función generatriz exponencial de la se- 
rie {an}. 


1) Empleando la igualdad n! = $ e-"a”dz, mostrar que 


Аш. f eE (at) dz. (6) 


5 
2) Convencerse de que la fórmula (*) es válida para las funciones 
generatrices 4 у= (1—47 y E(f = е de la serio ар = а = 
= a=... = 
3) Lo mismo para las series con un término común 
{ 0, п], 
(т) п>]. 
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3.10. 1) Supongamos que (а), = a (a — 1). . . (a — n41). 
Demostrar, empleando funciones generatrices exponenciales, que 


@+®„ = D (>) Onr 00. 
к 


Іхріслстох. Emplear la identidad (14-19 = (1 --1)°(1 + 1% 
2) Supongamos que (а), = а (042)... (a — h (n — 1). De- 
mostrar que 


(0+5), (5) (Onon n Ox, a- 
К 


3.11. Soan {an} y {bn} series, y A (t) y B (t) las respectivas funcio- 
nes generatrices. Mostrar que 


1) si an =bn —bn-i, entonces A (t) = B (1) (1— t); 

2) si а, =bn41—bp, ontonces А (t)= B (9) 74 ppt; 
3) si а= б Höns ---, entonces an=, 
4) si an =nbn, entonces A(t)=t -4B (t); 


5) si an =n%b,, entonces AN =t (14720); 

6) Si se determina la operación $* (k > 0) sobre la sorie {bn} 
mediante la relación 
O EE 

TA 


y se pono an = S*(b,), entonces А (t) = (1 — 1)" B (0); 
Т) si an = bm, entonces А (у = + (8(%)4 B (9), 


8) si an == Бу + bi +. . . + bai, entonces A (t) = В. (1) t (1—1)—\. 

3.12, Sean A (t) y B (t) funciones generatricos de las series 
{аһ} y {bn} respectivamente. Supongamos también que А (1)-B (0) = 
= 1. Hallar (0,) y В (0) por la serie dada {an}. 


1) в=(»); 4) ay=a2=1, а, =0 con nÆ0, 2; 


2) ap =a"; РЭ) an= r S 


3) an=n+4; 0) а, = (1) (9) 47. 


3.13. Mediante identidades relacionadas con las funciones gene- 
ratrices deducir las identidades siguientes para coeficientes bino- 
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miales: 


ират И) 
2)( РЕ )=( (ү) р 
2 (1 тата 
E des ) (+ 2 priy 
з) @+ 0" анат төт 
з) 0): 


2-0 


б аот ву 


А 
AP) 
5) (141 1—2)" =(4—у"; 
po n n+s—1 n+k—4 
D (ы )( йн ыш Ый. 


6) (1+) (1—0"=(1—)°; 


> ARRE (0 (17), Kos par, 
zen GO а -{ 0, k es impar. 


3.14. Hallar el término común a, de la serie para la cual la 
función A (t) es generatriz. 


1) 40=(0+p0" 
2) A()=(1—0% 
3) A()=V1=+; 

4) A)=P 10% 

5) до УЧ 
в aws (1+5): 


т) А@у=(@+207'# (14)% 
зд = 00 + 20)”; 
9) A () = Ìn (1 + d); 

10) A (0) = arc tg t; 

11) A (t) == arc sen f 


231 


12) A(t)=e-2%; 
А 

13) A() = | e= dz; 
П 


14) A) =- =+). 


3.15. Deducir las identidades 1): 

D Deom (5) (0) (02): 
ES ea 
IA (7) (979): 
90232) (2) (00) +0" (4): 
уез) EE 


2044 Ы 


n 
б me (MH) ана. 
= 
3.16, Supongamos que la serie (a,) satisface la relación recu- 
rrente ал, Брала 42 = 0. 


4) Mostrar que A(t)= ape 
2) Que sean 1 + pt 4 gt? = (1 — Mt) (1 — Aat), А, 5 Аз. Mostrar que 
MA, ин-ин 
а= (ра) ро e 
3) Expresar a, en el caso cuando 1 + р!-- = (1 — МА. 
4) Hallar las funciones generatrices para las series dadas con las 


relaciones recurrentes de Jos problomas 3.2, 1) —4). 
3.17. Supongamos que 


a-i 


acd (97) в (001). 
¿=0 Кы] 
п=0, 1, 2,..., 


2) La suma se hace por todas las s para las cuales las expresiones estudiadas 
tienen sentido. 
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y que A (t) y B (t) son las respectivas funciones generatrices. 

1) Mostrar que a, y b, están ligadas con las relaciones del tipo 

ала = an базан 
barı = а, tbn а= 1, dy =0. 
2) Mostrar que A (1) y B (t) satisfacen el sistema de ecuaciones 
A () —1 = 14 (t) + B (0), 
B (i) = 14 (i) + tB (i). 

3 Hallar (A (1) y B (0. 

4 Mostrar que 
14 V5 A 2 “ 1 
Ma (ур) Тук, а (A 

3.18. Supongamos que los términos de la serie {an} satisfacen la 
relación 


n 
an= 


an = аһ + han- +... + алда, а = 1. 
1) Mostrar que la función generatriz A () = 2) ant” satisface 
КЕ 
la igualdad zA? (t) = A (1) — ао, o bien teniendo en cuenta la con- 

М Рея TT 
dición inicial А (0) = 2—2 

2) Mostrar, рина Т en una serie por los expo- 
nentes £, que аһ = zr ( rs )- 

3.19. Deducir la relación recurrente para la serie de números an 
y resolver esta relación si: 

4) an es el número de maneras de partición do un (п + 2) - ágono 
convexo en triángulos. Las particiones se hacen con diagonales que 
no se intersecan dentro de este polígono; 

2) an es el número de maneras de colocación de los paréntesis en 
la expresión b; : b7:... : bay, con las que las expresiones obteni- 
das tienen sentido. 

3.20. Hallar la sucesión (а,) cuyos términos satisfacen las rela- 
ciones: 

1) аза, Hajna +... + алау = 2an, ao = а = 1; 

2) anpa = (n + 1) (an + ansi), ao =i, a, = 0 

3) (n +2) (1 + 1)ал,а — n'an = 0, a = 0, а = 1; 

4) (n + 2а», + а, = 0, a =1, а = 0. 


8.21. Sea A (t) = Да k)t* una función generatriz рага 


la serie que satisface la relación a (п, 4)=a (п, k—1) +a (n—1, k) 
con la condición inicial a (л, 0) = 1. Mostrar que: 
2 4 — t) An (t) == An (9; 
nos Uy" 


> рита 1). 


3.22. 1) La función A () = |] (4 — F), | д |< 1, ве descome 
e 


> 
pone en la serio А (t) = У, ant”. Hallar Jos coeficientes an. 

Ixpicacion. Aprovecharse de que А (t) = (1 — gt) A (gt). Com- 
parar los coeficientes de las partes derecha e izquierda de esta 
igualdad. 

2) Hallar los coeficientes Б, de la serie B (£)= У) bnt", donde 

Е] 

B (i)= А" (8). 

3.23. Supongamos que a, es el número de soluciones de la ecua- 
ción 22 -+ 5y +7z= п en números enteros no negativos, Demostrar que 


2, вм" = (1 — 8) (1 — 18) (4 — 4), 
= 
3.24. Sea a, la cantidad de representaciones del número п en 


forma de la suma 
ж + 244329 + 524 z; € (0, E i=14 


Hallar la función generatriz А (f) = X) ant". 
3.25. Sca 


> т $ 
d Ча” \= 5, жй 


Demostrar que a, = д°п, donde , es la cantidad de unidades en la 
descomposición binaria del número т. 
3.26. Soa 


a 
S (n, k, у= 5) 1—17 (3) 0+0 
o 
Demostrar que: Ы 
1) S (n +1, k, I) = S (n, k, 1+0) =S (m k, 0; 
ANTR +1) = S (m, k, D—S (n + å, k, 1; 
Shu +, D= (nt D S (h k 1) + nS (n — 1, k, 0; 
Д) S (п, k, I) = 0, con n> k; 
5) 8( k, D) = nl; 
6) S (п, k, 1) 2> 0, con n < k; 
7) 5 (п, k, 1) es una función creciente de los parámetros Е y l 


8) 5(п, n+4, 1) = 242 mz (+0! 
9) 5 (1, k, 0) =1, nn SE 
3. Sea 
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5 (п, у= 85 (п, k, 0) = D (07 (5) 


У 


у 9.00 = 2, S (и, k) t. Mostrar que con |211 


nun 


D on (0 лу ау: 


= k 
2) on (0) = У) (1 + 


лї 


$ 4. EVALUACIONES ASINTOTICAS 
Y DESIGUALDADES 


Al evaluar el incremento de las funciones se emplean las designa- 
ciones siguientes. La anotación y (z) = О (р (2)) con ж € X significa 
que existe una constante С tal que | Ф (2) | < C рр (z) [para x € X. 
Si ф (z) = O (p (2) y Ф (z) = 0 (p (2) con = Є Х, pues anotan 
Ф (2) р (2) siempre que z Є X. La notación (р (2) = o (p (x) con 


ж > а significa que na = 0. Se dico que Јав funciones Ф (2) 
y y (2) son asintóticamente iguales (la designación es: ф (х) эр (2) 


siempre que z >a, si Ф (z) = \р (2) + o (p (2) siompro que z — a. 
Al ofectuar diferentes evaluaciones es útil la fórmula de Stirling 


n= V Tanner. (12) 
Para hacer evaluaciones más exactas se emplean las desigualdades 


D 4 
Улп п" exp (+ — ағ) << 


<V Zan n"oxp (—n+ 357). (13) 
4.1. Demostrar las desigualdades 1): 
1) << ( EL) conn>2 
2) 2 < In (24 1)1"5 
э (144) <s, 
а (2) 


5) ap < (LEDO аьа; 


з) Con el símbolo aan se designa el número 1 + +++ (2n 4), 
+. + (2n). 


y (Фп! = 2.46... 
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an+) 


6) 1.2.3... na (ZEL) т; 


(2n— 411 A 
7 вур 


8) n — 1) < n", n>1; 9) n! > en". 
4.2. Demostrar las desigualdades 
nekj ofn Зп\к > 
D (2ч) << (k) >> 
nyk n an 
» (< ( r)< may >>; 
an 2n 4n 
Э тур <(%)<-уштт 
4.3. Mostrar, empleando la fórmula de Stirling, que con п => оо 
son válidas las igualdades asintóticas siguientes: 
1) (2n — 1)! ~ V Z(2n)"e="; 
2n 1 3 
2 (1) еу" 


3) 


‚п;>1. 


AR, дё, 
ENE 


mtm men) mes 
9 FDE т) ~ mT para los 


números enteros y no negativos k y m; 
5) (фун vV- п 
ED TA 
4.4. Demostrar que con n —> оо son válidas las igualdades asin- 
tóticas siguientes: 


ana 


9) Pica е6: 
D D (rgi) ~ F2 0<r <k; 


з) Ж O а+о", 0<r<k; 


о 3 22 (5) ~mn 
hæl 


PEHEA 


hat 
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4.5. Sean bo, bz, ... bn unos números tales que 0 < а® <, 
<ec*<i. Aclarar si es justo que: 


D +< (7) aao" 


hao 


2) а" У (0) а-а" 
= 


4.6. 1) Demostrar la desigualdad de Chébishev en la forma 
siguiente. Sea A=(4,, а,,...,а,) una reunión de números, 


a= У а, Da=-L 5, (a,—2)?. Entonces la parto 6, de aque- 
=! е! 
llos a, para los cuales |а, —2 |224, no supera Pe. 


2) Demostrar, empleando la desigualdad de Chébishev, que 
n 2n 
у (+ Ж (0) 
оар ИЯ FHVi<rGn 


дзн 
п 


n 

3) Mostrar que $) +(%)-— 
= 

4.7. Con ayuda de la fórmula de Stirling mostrar que: 

1) si Ё—> оо y k—Ẹ =o (n84) con n=» оо, entonces 


в ya A 

SATA 
(5) VE * * 
an 


2%) si a>0, k> со y kE 


cos 


=0(n2/3) con n —> co, enton- 
м Palm EF 
(1) GA (ао (RA) 


3%) si a>0, k<m, Е оо, y k, m= 
n —> œ, entonces 


an 


а+ї 


о (218) con 


_ба+Аут-ала  _ Metian) 


ы ў ne na 
2 (0) an ааг (Serpa Sama ): 
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=0(n2/3) con п -> co, enton- 


М an 
4%) si a>0, k> о y k— 3 
ces 


4.8. Supongamos que 0<2<1, Ап es un número entero, 
A 
=1—2 y que G (n, à) ==. Con ayuda de las fórmulas 
и у (n, A) En y 
(12) y (13) mostrar que: 
1) (5) ~C (n, 2) con n оо; 


+4) (5) «ав 


Igy Mexp(— (+ 
з) Уа (5): 
9 (2) 2 (<a (a, р: 


я 
5) Y (5) атыи con л. 


naan 
4.9, Supongamos que k y п son números naturalos (Е < п). Mos- 


trar que: 
Е һа 
1) (Ma=n"exp (— Y —>3 е): 
— a 


2) ві сол n— со k = о (Vn), entonces (п), ~ n 
3) si k = o (п) con r -> оо, entonces рага cualqu 


ніс сы ч 
(a =л^ехр (— 2 —o o LE): 


m>i 


4) con n > оо у k=0(n%%) 
(r= exp (— ¿+ 01). 
4.40. 1) Sean з ge (57 que con п 00 s= 
=o (VE). Mostrar que (TE 
2) Mostrar que si 2009), entonces 
r 
GING) ~ (99 (5 „би (+-+). 
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4.11. Sean s = s (n) y k = k (n) funciones en números enteros no 
negativos de un argumento natural. Mostrar que: 
4) si з = o (n) con п-> оо, entonces 


EEE SE 
a 


k 


< ex] v(-4) „по 468. 


4.12. Sea f(x) una función continua monótona creciente en el 
segmento Ín, т]. Mostrar que 


РЭА |е аел. 
ха 


4.13. Utilizando el problema anterior mostrar quo соп т — оо son 
válidas las relaciones siguientes: 


1) РУ Ink m-Inm—m-+0 (ln m); 


m0 (m9), n>1; 


М 
2) к= 
pa 


a 
1 1 
Э 5 re аат (алат), 


с es una constante; 


4) D —Ж®—--1мшт-Ес+-0 (2%), с es una constante; 


һа 


SA 1 1 һ 
5) 2 a+ +0)» с ез una constante; 


ох бт (т o) 
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4.14. La sucesión {pa} se define con la relación recurrente pa = 
= Pra — арб, ро = 1, 0<< 1, B>1. Mostrar que 
1) 0< рь <1, n >i; 


2) pn decrece en forma monótona con el incremento de n; 


1 
39) Pa~ (a (8—10) n) TF, n > оо. 
Імріслстох. Utilizar las desigualdades 


Pa n+1 
к= Pho Pr < dr < N! „Pro Ph =n+1. 
а = 


4.15*, Supongamos que la función generatriz А (f) de la sucesión 
{an} tione la forma A (f) = go , donde О (4) y P (2) son polinomios 
con coeficientes reales. Sea 2, la raíz de menor valor absoluto del 
polinomio P (t). Demostrar quo: 
4) si M во una raíz real simple (no múltiple), sie con n — оо 
а — LGA, donde P' (M) = РО lis 
2) si dy es una raíz real de multiplicidad ” entonces con n=» оо 
(—) 100) (rent у, 
Gn рф) ре ДЕЗ 
donde Ре? (M) es Ја derivada de orden r de Р х) en el punto £ = M. 
4.16. Sea A (f) la función gonoratriz do la serie (an). Hallar la 
conducta asintótica de а, соп n— оо. 
2% Р 
0 40=- рг: 59 А0 = старт: 
4 в ын __, 
DAO« =p 00 010-557 
1284400. ка 1 
3) А(@дф=-аты-—в› D40=p 37 
E ES PA 
a Asar 9 40 = артуга роду 
4.47. Рог la relación recurrente dada y las condiciones iniciales 
hallar la conducta asintótica de а, con п-> со. 


1) anpa t+3anpı +24, = 0, ар = 1, а = 2; 
2) аһ = фал + р (1 — а), ао = 1, ръа=\, р, 920; 
3) быз + lanska у; а , а = 
Y биз — nest 2l = 0, a =а = 1, а = —3; 
5) ame бат. + 4an = 2°, ag = 1, а= б, a, = 2, а. = 0. 


4.18. 1) Mostrar que la solución de la ecuación ze" = t tiene la 
forma 
аан ан (( In lot 


Tn? 


2) (><. 


240 


2) Mostrar que la solución de la ecuación e* + Іа = = і con 
t = œ tiene la forma 


РЕШЕ, Гу AE Inlas +0 (( == ү); 
4.49. Sean 7 (0220 y ео =f) + t+ OA), 00 оо. 
Mostrar que f (f) = EE 40 (t>) con > оо. 
4.20. Supongamos que а, satisface las relaciones 


аһ 222-714. (n= 1) 4m, (14) 
a (Ф) (42) 224409), 
(15) 


4 
а=0, а=. 
Mostrar que: 


4) а < 1/8; 
2) an © 9 (3/4; 
3) an = 2% (1 + O (3/4)"), 


4,21. Que sean k y n números enteros. Calcular, con una exacti- 
sud de hasta 1, Æ = Ё (n) con la que la función f (n, К) toma el valor 
máximo. 


1) f(m a=(;) 2-2%; 

2) f(n, k)= (к) 2992 (1 2-2, 

4.22, Hallar el valor máximo y el mínimo de la expresión 

ъъ) a) 2" 

como función der (0 < г< < п; r, n, k son números enteros). 

4.23. Hallar la conducta asintótica con п -> оо de la magnitud 
g (п) = mín f(n, k), К es un número entero, si: 

Р = 2%; 

2) j (п, №) = 6.29 i gana, 
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SOLUCIONES, 
RESULTADOS 
E INDICACIONES 


Capítulo 1 
si 


14. a(g) 22a. 4.2. 1) 9, 13, 50; 2) (010011). Е (7 Р 


а" 
МИК Е 057 


т п-т 
3) s(n) x (in) 
4.9. INDICACIÓN. Mostrar que el número эр (л) de vectores ®Є В", tales 


que Йй, а < т/2 para todos los m=1, 21 satisfaco la relación recurrente 


pi ы 00,  (@) == (=. Utilizando esta relación hallar 
que y (6) = 132, 


1.40, (=) н 


4.41. 3) INDICACION. Ver la capa Binz} 2) INDICACION. Entre n -+ 2 
colecciones de Bn siempre se encontrarán dos colecciones de un mismo peso, 


142.9 (P) э (1): 9 242- 
1.13. Suponiendo que 0 < I<k <n, calcularemos el número p(n, k, 1) 


de pares (2, B) tales que 66 A, BE B. Por una parte p(n, k, D= a(i Й 


por otra parte р(п, k, 1) «121 ( a . Utilizando la identidad ( у л) = 


-(%) A , obtenemos la desigualdad exigida. En el caso de que 1>% 
tendremos el mismo resultado. 


їз. 1) m2n-1; 2) (Ja їз. 


» En el caso de que a no sea entero aquí so supone que (7% ) es igual ао. 
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1.14. 1) La cadena creciente de longitud л contiene en cada capa un vér- 
tice, En la capa В? el vértice se puede escoger do п maneras. Después de que el 
vértice de la cadona que se encuentra en B? ha sido escogido, se puede escoger 
de п — 1 maneras el vértice de Ja cadena que se encuentra en la segunda capa, ete. 

1.15, 1) Sea A el conjunto de colecciones incomparables de par en par de 
Bn y sea A; = A П 87:2 (©) será el conjunto de cadenas crecientes de longi= 
tud п que contiene el vértice 2. Tendremos que 


„эш. 20@1= Ў 1#@1= Ў 14и !(%—)!> 


Tea + 


n a n n 
>[+)- ВС" па [2]] [! 
=o 
De aquí | A | < (о). 2) INDICACION. Siempre que i< k < n/2 es válida 
la desigualdad 11 (n — 9! >k! (n — д) 

1.16. INDICACION. А cada número del tipo pf1p3? . . . рая Je cotojaremos 
un vector (а, Ags - +, ©) de BM. Entonces al conjunto А le corresponderá 
el conjunto A” = В" formado do coleccionos incomparables de par en par. 
Empleando el resultado del problema 1.15, 4), obtendremos la afirmación. 

1.17. Scan й, ta, «+ -, і, los números de las coordenadas en las quo % y Ñ 
ве diferencian. Cualquier vector Y tal que а < Y < puedo sor obtenido do 
a con la sustitución de O por 1 en ciertas coordenadas enumeradas. El número 
de procedimientos дө esta sustitución es igual a 2% 

1,18. Para B* la partición consisto en una única cadena Z = ((0), (4) 
Рага В? en calidad de cadenas de partición so pueden tomar 2, = ((10)) y Za == 
— (00), (01), (11)). Las propiedades 1) y 2) se cumplen para estas particiones. 
Supongamos que la afirmación está demostrada para cubos do dimensión € n 
y la demostramos para 87*1, Según la suposición existe una partición de las caras 
ВК, "+1 y pti. n+i on cadenas, que satisface las condiciones 1) y 2). 
Se pueden olegir las particiones en pgti "+1 y да+ isomorfas, o sea, 


tales que la cadena Zy=(%, a 
Бү, n+1 


2 Es) pertenece a la partición del cubo 
y sólo si, la cadena 2,= (01, 95, ..., %), obtenida do 2, 


mediante la sustitución en cada colección ©, del 2, сего en la (n-+4)-ésima 
coordenada, por la unidad, portenece a la partición do la cara В+, 9+1, 


Sean 2 (0, ©, ..., б} у 2, {б 
de las particiones do las caras Ву}! "+ 


7) dos talos cadenas isomorfas 


УВҮ+!, "+1, Construimos dos cadenas 
nuevas 2y=(%,, Ey, -eer Be, T) y 2 = 


2-5 @ 1» La cadena Ê, se obtiene 
do Zo al unirlo el vértice 2, 2, y la cadena 2, se obtiene do Z, al extraer. ol 
vértico @;. Hacemos lo mismo con cada par de cadenas isomorfas. Obtendremos: 


la partición del cubo B”* en cadenas que no se intersecan. El cumplimiento 
de las condiciones 1) y 2) se comprueba fácilmento. 
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1.20. 2) Mostraremos que la capa В? es un conjunto completo siempro 
que п> 2. Sea ©, un vector de B| que tiene la i-ésima coordenada igual а 
la unidad. Supongamos que están dadas las distancias р (д, у= г, і=1, п. 
Mostraremos cómo reconstruir $. Si Ё [| =X> 0, entonces es evidento que 
тє (6-1, k+). Ses, іх 1192 y sea A=0:0= ийй ra Entonces 


la t-ésima coordenada dol vector Ё es igual a launidad si ¿€ 4 (P) y es igual 
a cero en el caso contrario. Si, máx rj=1, entonces P=0. Siempre que n=5 
jén 


la capa В? no es un conjunto básico puesto que el conjunto ((00001), (00010), 
(00100), (01000)) es completo. 3) Siempre que п sea par y %=n/2, con cualquier 
n>1 y кез0, п. 4) Sea A=(%, --., Ex) un sistema completo. Veamos ol 
sistema do igualdades р (21, В) = ги, t=T, E. Es evidonte que r;€(0, 1, ..., п), 
1=T, k. Cada colección, (ту, ra, гд), con la que el sistema tione solución, 
dotermina unívocamente cierto vector PE В". De esto se deduco que (n-+-1)* > 
> 2". INDICACIÓN» La evaluación superior para el número de vectores en un 
sistema básico se puede obtener partiendo de que el sistema de ecuaciones 
об.) = г, i=1, k, puedo sor reducido a un sistema lineal corriento. Siempre 
que k> п ciertas ecuaciones de esto sistema se oxpresan en forma do combi- 
naciones lineales por las demás. Talos ecuaciones, y on consecuencia, los 
rospectivos vectores, pueden ser eliminados. 

1.21. surrcrencia. La pormutación de las coordonadas de todos los vectores 
de Bn y también la inversión do las coordenadas (1, ts, ===» fa do todos los 
vectores de В" no cambian las distancias mutuas entre los vórticos. NECESI- 
DAD. Sea q la transformación del cubo В" en sí, tal que para cualesquiera 
@, Ё ез válida la igualdad р(ф(@), Ф(@) =р(@, 0. Examinemos el conjunto 
D= В} U В} que es completo en В" (véase el problema anterior). Sea ẹ (D)= 
=(9(0, Ф(@),...› P(n} la imagen del conjunto D, y бу un vector do 
В} que tiene 1а i-ósima coordenada igual a la unidad. Pongamos que = 
=90 0960, t=T, п. Tenomos IfilI=0 6, бй=р(Ф@Ф®Ф (б), те 
Ф =p, En =00, 1) = 1. Sea j(i) el número de la coordenada 
dol vector 6; que ез igual a la unidad, 1—1; n. Entonces la aplicación л: 
4 j(i) os una permutación on el conjunto (1, 2, ..., n}. Pongamos que 1X 
х @=(ола» ===> Anm) Para un arbitrario G=(%, ..., On) de В". Mos- 
tremos que para todo Pé В" es válida (у) = л ФФ (0). Así se demuestra 
la necesidad. Realmente, р(Ф 0), 9 0)=" 6,0, реб), PEN =, 2 
Por otra parte ¿APO 90), 20) =P 4. 0, AÑO (0), (61) = 
Evidentemente, el conjunto p(D) es completo en В" lo mismo que D. De 
aquí se deduce que py) y л (у ФФ 0) coinciden. 
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1,23, 1) Para n=1 y k*=01 la afirmación es justa. (Suponemos que 
(2)=о con todos los k=0, 1, ...) Supongamos que la afirmación está de- 
mostrada para las dimensiones menores o iguales а n—á y para todos los 
E=0, 1, .... Беа T= „.., Un) у sea E =la ..., адд) (dy, 5. Un), 
Si a,=0 entonces es evidente que | MẸ (2) |=] Mp" (w) J=1+ 

n—1—(1—4) AMD Y n—h 
+( k Je +( 1 )=++( к). 
093) Si a,=1, entonces | Му @ = (77 2) 419720) 1= 
ni(i) ү_ 
Pa +( 1 J=t+ 


+(“х*)+...+("{1*). 2) Para arbitrarios k y ед al múmoro 
ил @)=| MẸ) | le Mamaromos púmero de la colección & еп la capa BR 


Sea Z€ ВА un vector las coordenadas unitarias del cual son i, im 


1<4< ... < inn. Entonces según lo anterior pa (a)=1 + ("т") + 


+... + ("7%). supongamos también que la colección f€ BP зе 


ha obtenido de % medianto la sustitución de las últimas k—! coor 
denadas unitarias рог ceros. Mostromos que Z} (27 (00) =M} Ê) o, lo que 
es lo mismo, que 20 (7808) = (1: pr (< (B). Mostromos primero que 
para todo ЎЄВү tal, que рг) <m), existo una colección 86 BR tal, 
que F< бу и, (5 < ua (6). Eligiremos en calidad de 3 1а colección obteni- 
da de y medianto la sustitución do las últimas к —1 coordenadas nulas por 


unidades. Hay que mostrar que pr (й<ну (3). Si a (8) > ра (6), entonces 
existo tal £ que aj=ô; siompre que ¿<t, а{=0, 8=1. Al examinar las 


colecciones & у 3”, obtenidas respectivamente de % y 5 mediante la susti- 
tución do las últimas &—1 coorder з unitarias por céros, tenemos que pX 


хб) 8), 2 =$, ш 06) < (9). Obtenemos una contradicción con la des, 
igualdad p) >p Gý. Por analogía so puedo mostrar que para todo Y € В? 
tal que ш) >.) no existo colección бє М (2) tal que F<3. 3) Se do- 
duce de 1) y 2). 4). Supongamos que A =B} y A no es sogmento inicial de 
la сара Bf. Indicaromos el procedimiento para la construcción de tal conjun= 
to FEB; que |Р|=|А|, Удер у (6) < Ezza у (90, 1284 (Р) 1128 (4)1- Do 
esta manera se demostrará la afirmación. Designemos рог К (2) el conjunto de 
números de las coordenadas unitarias de Іа colección ©. Sean FE BRN A y 
FEA las colecciones en las que so alcanza el mín | К (д) У.К (8), dondo el 
"mínimo se toma por todos los paros (5, 7) tales que ZEBRA, TEA, у(6) < 
<v(%). Supongamos que M=K(BX К), у= КУ К (5). Es evidente 
que МПМ 2, |M|=|N]|. Para б, 7 arbitrarios de Вз designaremos por 


245 


FNT uma colección del tipo FOGNÝ y sean TINE F =EN 4. Está 
claro que v(2')< у (67). Pongamos 

р={ў:ўє А, EPT, F < ANPUT 64), 

ESB: =N PUT, FED), 

FREU(AN D). 
Evidentemente, FSB, |Fi=lA] y > væ< > у (@) puesto que ух 

Ser &а 

ХОМО) <у (9) para todos los FED. Queda рог domostrar que 
Пар (P)1<1Zf_, (4) |. Nos limitaromos a la siguiente indicación. Primero 


hay que mostrar que si FEZ? _{ (Р) У 284 (4), entonces СПб = 0 y 0° < 7e 
Después hay que mostrar quo la colección 2—10 %')UP' so contiene en 
2р1 (AIN ZA_ (F). 5) INDICACION. Aplicar ol procedimiento de inducción por 


0—1. 6) боа k el máximo entero con el que аһ > 0. Entonces, siempre que 
i=k—1 la afirmación so reduce al punto 4). Al dar un paso inductivo (la 


a 
inducción se hace рог k—!) pondremos A¿=A(1B%, siman (L) в) y 
ү 
notaremos que 
ZP (A) = ZP (Zp, ы) U Ar 
Está claro que 


4 . 
O он! (0); 


mín 

Севр, 1C lam 
Sogún la suposición inductiva el mín | 27, (47,4) so alcanza en el caso de que 
cada Z? (А), 4 >1-+ 1, soa un segmonto inicial de la capa BP. Pero entonces 
por 2) el conjunto 27,4 (411) es segmento inicial. Entonces, con la elección 
Чо Aim so puodo hacer el conjunto ZP (4) = Z}; (Ау) U Art segmonto 

inicial do la сара Ву. Precisamento de esto se deduco la afirmación. 
1.24. Son A=ANB? para сайа ¿=0, n. El número T(n, m, k) de pares 
(9, 67 tales que ZE Am, 180—0, FE 2р0", л. ре! enunciado so deduce 


quo Ё@ А. Por una parto, 2 (п, т, k)=am (бе Por otra parte t(n, m, 


n m+k n n—k 
Wa (а) ema) ("a )+((2)=00) e De esto вә de- 
duce la afirmación. 

1.25. 1) Sea @ el centro del conjunto А; entonces А' = {в ӨЙ, Fe 4) 
será el conjunto que hay que hallar. 2) Se puede considerar, según 1), que Ü 
es ol centro de А. Para la construcción de A” es suficiente sustituir, para cada 


4="T, n, cada colección 2 de А}, para la que 2! 4 A, por una colección 52. 
3) INDICACIÓN. Supongamos que А < В" tiene por centro © y posee la pro- 
piedad 1). Soa S!, la transformación que consiste en que para cada Z € 4,4 
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tal, que para cada 21,2 € А, la colección 2 se sustituye por 21,2. Ordenaremos 
los pares (i, j) tales que 4 < і <j < nde la manera siguiente: 
(1 (rn... (01,2 0, п), 
0, п 4), ..., (3) -- (0—1, л). 
Aplicando а А consecutivamente todas las transformaciones Sf, 2 comenzando 
рог (i, j) = (1, п) y acabando por (t, j) = (п — 1, п) obtendremos el A” buscado. 
1.26. 2) En calidad de A tal que | 4 | = 2" so puedo tomar cualquier 
сага (п — 1)-dimensional que contenga 1; y ві n es impar se puede tomar el 
conjunto (9:18 11 > (n+ 1)/2}. Por otra parte, si | А | > 27-1 entonces 
en A habrá dos colecciones contrapuestas, la intersección de las cuales es Ô. 
1.27. 1) inbicacioN. Examinar el conjunto (2: [141 > 1. 
&є в"). 
4.28. 1) Рог analogía а 13. 2) А = {&:ЖЄ В", NZ || es par. 


1.31. 1) A cada сага Му 'k de dirección / = (iz, .. ., fn} se lo puede 
recíproca y univocamonto cotejar su código que será el vector (yı, >.» Yn) 
соп las coordenadas yy Є (0, 1, —), £ = {7 л tal, quo yy = 01 ++ «1 Oin = оу 


y las demás coordenadas estarán tachadas. Se pueden Пепаг con ceros y unida- 
des los А lugares fijados do 2% maneras. 4) El número que se busca es igual al 
número do vectores;(y,, .. .› Yn) con k coordonadas del conjunto (0, 1) y con 
п — k lugares tachados. Escoger k lugares, de los п, para los símbolos de valor, 


o sea para el O y el 1, puedo hacerse do ( г ) maneras; se puede llenar con ceros 


y vnidados las К lugares fijados de 2% maneras. 6) El código de una cara k-di= 
mensional que contenga el vértice dado (ал, .. «, ал) so puede dar colocando к 
tachaduras en el lugar de algunas k coordonadas del vector (ол, .. +, An): 
8) La intersección de dos caras es una cara. Se puede seleccionar una cara de 


dimensión / en una cara de dimensión і de (2) ) 2 maneras. Asimismo, en el 


código de la cara de dimonsión # ya hay Z coordonadas fijadas. Entro las domás 
n — 1 coordenadas so tienen que colocar k — j tachaduras. Eso so puede hacer 


de (575) maneras, 


1.33. Sean Pi, Pa Ya los códigos de las caras гу, g», gs, respectivamente. 
Dos caras no se intersecan si, y sólo si, existe una coordenada en la que los códigos 
de estas caras tionon símbolos de valor, y estos símbolos son opuestos. Si las 
caras gı, g, se intersecan, entonces el código de la intersección contiene sim- 
bolos de valor en aquellas coordenadas donde aunque sea uno de los códigos 
$, Pa tiene una coordenada de valor, además las coordenadas de valor del código 
de la intersección coinciden con las respectivas coordenadas aunque sea de uno 
do los códigos Ya, Ta» Si Š es ol código de la intersección de las caras g; у ga. 
la cara g, no tiene vértices comunes con esta intersección, entonces se podrá 
encontrar un £ tal que la +ésima coordenada de los vectores 3 y Ya son do valor 


247 


y no coinciden. Pero entonces la i-ésima coordenada del vector Fa no coincide 
con la ¿ósima coordenada de valor de uno de los vectores F, о $. Eso quiere 
decir que las respectivas caras no se intersecan. Es una contradicción. 

1.34, El problema зе reduce fácilmente al caso cuando Yj_,2%! = 2%, 


Pro-entaremos una demostración para este caso con inducción por п. Para n=0, 1 
W"áfirmación evidentemente es válida. El paso n —> n-+1. Sea 38, тщ>1. 


Pongamos п{ == лу — í. Entonces п; оп números no negativos y Уа 42" 
Por presupuesto de inducción existe partición de сайа una de las has 
Být! n+i y Бү+!, "+1 del cubo B"* en caras de dimensión nf,...,M. 
Elijamos estas particiones iguales, o sea tales que para cada ¿=T, 5 la unión 
de las caras de dimensión пу forma la сага g; de dimensión nj. Obtendremos 
la partición necesaria, Si mín nj=0, entonces, sea т el número de aque- 
їзє, 
Mas £ para las cuales n¿=0. Do la condición )i_¡2"=2%% so deduce que 
т es par. Examinemos una nueva reunión ni, Rá, »==+M5..m¡2, Obtenida de la 
anterior mediante la sustitución do m ceros por m/2 unidades. Construimos, 
como en el caso anterior, la partición del cubo 8%+ еп caras y después 
olortas m/2 caras de dimensión 1 se partirán en т caras de dimensión 0. 
1.36. 1) EVALUACIÓN SUPERIOR. INDICACION, Examinar N = (%: Z€ 
€ В" (1% || es par). EVALUACIÓN INFERIOR, Sea NS В", | 1 < 29-2, 
Existe (véase 1.31, 1.34) una partición del cubo В" en caras no intorsecadas do 
dimensión 4. El número de caras өп tal partición es igual a 27-1, Do osto so 
deduce que aunque sea una do las caras no contiene vértices do N. 3) INDICACION» 
Examinar № = {м % € В", |2 | = 0 (mód 3)) o M, = (2: 2 Є В", v @) = 
en 3 (mód 4)). 4) BVALUACION INFERIOR, Observaremos que рага que el vértice 
«= (dq «+ «1 ал) se contengo en una сага (n — 2)-dimensional соп el código 
F= (ү... <> Үл) (véase la resolución del problema 1.31) que tiene coordenadas 
de valor on los lugares de orden і y j, es necesario que a; = үү, ay == yj. Sea 
М = Н", | М | == т, un conjunto tal, que en cada cara (л — 2)-dimensional 
во contieno el vértice % de N. Examinemos la matriz binaria M, cuyas filas son 
vectores de N. De la observación anterior se deduce que para cada par de númo- 
ros (i, }), 1 < 1 <j <n y cualquier par (0, т), о, TE (0, 1) tiene que haber 
una Ша G= (ш, ..., ац) tal, que a; = 0, «у = т. Do esto so deduco que 
cualesquiera dos columnas de la matriz M son incomparables de par en par. 
El número de colecciones binarias de longitud m incomparables de раг en par 


m pa 
по sobrepasa a ( im/2] ). De aquí que (лој) > ™ EVALUACION SUPERIOR 


Sea m ol menor entero tal, que (iwa) > n. Construimos una matriz binaria 


M con m filas y n columnas incomparables de par en par. Añadimos a la matriz 


M las filas б y T. Entonces la colección de vectores-filas obtenida será «pun- 
zante» para el conjunto de todas las caras (л — 2)-dimensionales del cubo 
Bn, 
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1.37. Para n=1, 2 la afirmación es evidente. Supongamos que ё, 9, -e 
Ton es ciclo en В”. Sea Po, donde fe B”, оє{0, 1) es el vector de 
longitud n-+1, cuyas primeras п coordenadas coinciden con las respectivas 
coordenadas de la colección В;"у la (n-4-1)-ésima coordenada es igual а о. 


Entonces la sucesión %40, 5,0, 4,30, Toni. аА, 9,1 es un сіс1ој en 


б, 


Bn+ que contiene todos sus vértices. 

1.39. 4) Sí. 2) No. З) Sí. 4) Sí. 

1.43, INDICACIÓN. Observar que si las colecciones б = (01, ..., слу 
y 87 = (01,....94) son comparables, entonces una de las sumas 


Al н А 
Y oo, Y (01%, es mayor que la unidad en su valor absoluto. 
dí i=i 


24, 2 (а >л). 22, 2(1>4). 2.3. Co 4Ch+... Cri donde m 
=?” (n >1, k> 1). 2.7. 22% (п >4). 2,10. 1) Do 5 maneras. 2) De 9 maneras.. 

2,12. 1) BASE DE INDUCCIÓN. Si la complejidad do la fórmula es igual 
a la unidad (sobre el conjunto de enlaces M = (71, €, У, —)), entonces 
esta fórmula tiene una de las formas siguientes: (72), (2 & у), (z Vw), (2 > 
— y) (con exactitud hasta la designación de las variables). Por eso la afirmación: 
es evidente para las fórmulas de complejidad 4. paso INDUCTIVO, Sea la 
afirmación válida para todas las fórmulas (sobre el conjunto de enlaces M) 
que tienen una complejidad no mayor del número 1 (2 > 1). Tomemos una fór- 
mula arbitraria % (sobre M), cuya complejidad es igual a 1 -+ 1. Consideremos, 
para la determinación, que A = (8 V £) (los demás casos se examinan en 
forma analógica). Es ovidente que cl onlaco V que so encuentra entre las fór- 
mulas W у 9 tiene un Índico igual a 1. Siguiendo, sí ol enlace en la fórmula 
Y (о 2), examinado como enlace de la fórmula 8 (respectivamente, de £), 
tiene el índice mayor que 1, entonces on la fórmula 4 el Índico do este enlaco 
no puede sor disminuido. Si en enlace en Y (o Я) tiene un índice igual а 4, 
entonces en la fórmula A su índico será igual a 2 (el indice se aumenta porque: 
en la fórmula % ante la subfórmulo Y hay un paréntesis izquierdo). 

2.45. 3) (0 4 0 0). 2.18. 3) a ~ Y 2.19. 2) /ı (z, у) 00, fa (2, y) = z, 
Л» (ж, u) = у, fala у) == ®#Ө у. 2.20. 1) (= $y) { (ж } у)).2)(т{) + 
4 (4040640). 2.21. 1) (2101 (210). 2 (2 V («уу Йй. 
3) No so puede. 

2.22. 2) La función que se realiza con una fórmula sobre el conjunto (+) 
toma el valor 1 no monos que en la mitad de las colecciones do valores de los 
argumentos. La función ту no satisface esta condición, 

2.23. Hablando en general, no se puedo. Ejemplo: 5 = (71), la función z 
по es realizable sobre la 5 fórmula de profundidad par. 

2.24. Si sobre el conjunto 5 se realizan sólo funciones constantes, entoncos 
la afirmación es evidente. Supongamos que sobre $ es realizable cierta función 


1 (2%) Æ const. Identificando todas las variables en la función f (27) y en la 
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fórmula que la realiza, obtenemos la función Ф (=) {у la fórmula Y (z) que lo 
corresponde). Hay que examinar los tres casos siguientes: а) q (2) es una cons- 
tante, b) q (z) = z y с) y (z) = 2. Al obtener (en los casos a) y b)) una fór- 
mula que realiza la función z (y que tione una profundidad de no menos de 1), 
podemos construir para cada función concreta, que se realiza con una fórmula 
sobre S, una fórmula quo tenga una profundidad tan grande como se quiera. 
Sea Ф (х) == 0. Entonces se encontrará una colección Z= (од, Ag ++.» Un) 
еп la que la función 7 es igual a 1. Sustituiremos todas las z; que corresponden 
a a; = 1 por х, y las demás z; por q (2) == 0. Obtendremos la función (2) = z. 
Si q (2) шш 1, entonces de manera análoga se obtiene la función 2. 

2.26. 2) z V y = (z — y) = y. 3) z ~ y = (z= y) & (y > 2). 

2.80. 2) Hablando on general, по se puede. Ejemplo: й = у; — z, osta 
fórmula no es idénticamente verdadera; sin ombargo la fórmula S? y, [= 
= Ya — (y, — ya) es idénticamento verdadera. 

2.31. 1) Si se supone que / (0, 0) = 0, entonces tomando z = y = z = 0 
tenemos / (7 (0, / (0, 0)), # (f (0, 0), 7 (0, 0))) = 7 (7 (0, 0), 7 (0, 0) = 0, lo 
que contradice a las condiciones del problema. Así que / (0, 0) = 1. Suponiendo 
además quo / (0, 1) = 0 tonemos (con z= y = = = 0) que / (f (0, 7 (0, 0), 
4410, 0), f(O, 0))) = / (f (0, 1), # (t, 19) = / (0, / (4, 1)) y, según las condi- 
«iones del probloma, se tiene que cumplir la relación / (1, 1) = 0. Poro, exami- 
nando después 0, у= з= 1, vemos que 7 (/ (0, f (1, 1), $ (4(0, 1), 
1 (0, 19) = / (U (0, 0), } (0, бу) = 0, y eso contradico el enunciado del pro- 
blema. Así que / (0, 1) = 1. Finalmente, suponemos que f (1, 1) = 0. Haciendo 
ж == y= 0 y z= 1 obtenemos / (f (0, / (0, 1), / (f (0, 0), / (0, 1))) = / (7 (0, 
4), / (1, 19) = 7 (1, 0). Tomando en cuenta las condiciones del problema tene- 
mos f(1, 0) = 1. Poro entonces f(f(1, / (1, 1), /( (1, 1), 1 (1, 1) = 
= f (f (1, 0), $(0, 0)) == 7 (1, 1) = 0 lo que contradice las condiciones del 
problema. En consecuencia, también f (1, 1) = 4, Así que / (0, 0) = / (0, 1) = 
= / (1, 1) == 1. Eso quiere docir que f (z, y) = z— y, o bien /(z, y) = 1. 
Luego las equivaloncias a) — e) se compruoban diroctamente (por ejemplo uti- 
lizando las oquivalencias básicas). 2) No, no se deducen, Es suficiente examinar 
la función f (z, y) = z ~ y. 


5з 
34. 2%, 37. 4) 29-1; 2) 282; 3) 20-1, 8,8, 4) kel; 2) k-2M41.20— hol; 
D 0" 0 +10" — 0. 39. NS AER Hi? (09) a. 
еа! 
зып, 20/0427, 342, 12. 346. 4. 3.48. ( ', ). 3.19. 2927 donde S} = 


М 
=J (7). 3:20. 0, si к өз impar, ( & ) я k es раг. 3.23. p= 
= 


=(1101111011100111). 3.26. ¿(E 

3.29. INDICACIÓN. Observar que con k = 1 el polinomio se convierte en 
unidad en 29-1 colecciones. Utilizando la fórmula de descomposición, hacer 
da domostración con inducción por k. 
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3.30. 1) 2"-А -4 2% — 2; 2) + @^ — (—1)”). 


3.31. Рага л = 4 la afirmación es ovidente, Paso inductivo de n — 1 a n. 
Si 1 29-1, entonces por suposición inductiva existe un polinomio P (2"-1) 
ale longitud < n — 1 рага el cual | Np | = 1. Entonces el polinomio xp P (21-1) 
se convierte en 1 en 1 vértices del cubo Вя. Si 29-1 < 1 < 2", entoncos exami- 
naremos ol polinomio Р (2"-:) que se convierte on unidad en 24 — 1 vértices 
del cubo B%-!, Entonces ol polinomio z,P (2%-1) @ 1 es el buscado. 


$4 


4.6. INDICACIÓN. Supongamos que K = 201... sën , Г а... afn 
y КГ. es la c.e. obtenida de К al tachar aquellas letras 251 para las cuales oy y+ 


+ Ви. Obsorvemos quo cada implicante do la función ў (Z°) se puede presentar 
еп la forma K*L, en dondo К y L son с.е. adecuadas de la $.n.d. perfecta de la 
función / (27), y puede ser que sean coincidentes. 

4.5, 4) 29-3; 2) 29-3; 3) 3.203; 4) 202, 5) k -+ (n — k) (n — k — 1). 


1 8—1 
546. 1) а A 
48. 2) Firas V гүлү V Зу V дулу V Tattoo 
r 


зә. 1) 227-2"; y г O 2-62", 


ай. 4) 317, V Fira Уаз V F, 
4.42. 1) алу, үт. 237374 атуга. 
4.13. INDICACION, Mostrar que ningunas dos colecciones propias de dos 
implicantes nucleares diferentes no son adyacentes; utilizar el hecho de que 


el conjunto № < Вп tal,íque | M | 227-1, siempre contiene una arista (убаво 
1,44). 

АЛА. 1) 29-1; 2) 2n-3; 

ал, 2 aan"), 

448. 4) 132) 52977, 3) 5% 4) 4. 

4.22. Una. Mostrar que todas las implicantes simples son nucleares. 

4.23. INDICACION, Hacor la inducción por л, utilizando la descomposi- 
ción (3) de la función por las variables. 

4.24. 1) Para dos funciones, 2) Para 2*1 funciones. 

4.25, Por ejemplo k = n20 — 1. 

4:27. 051 k4%0,k4+m<m (п) six 


dos si-n es par y en cuatro si п es impar. 


0; 4) 27-3; 5) k. 


(5) 5 k+ m= n. 2) Ba 


$5 


5.2. 1) zai 2) а; 24 3) т; 4) лу. 5.4. 4) тш 23; 2) г, 23; 3) ту. 5.7. т. 
5.8. 1) 21, Tas Zs, шы 2) д, Za, Za; 3) ту, 26 4) шу, ть шу 
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5.40. 1) n >3; 2) con ningún п; 3) n >3; 4) con п pares; 5) con n= 
=4-2k=1,2... 

5.12. 2) | РЕ(Х3) | = 218. 

5.13. INDICACION. Del enunciado del problema deducir quo existen unas 
colecciones 2, Ё', Y” tales, que р (2, P') =p (E, Y) == 1. Supongamos que 
Fa y Ђ' so diferencian en el i-ésimo, y F' y Y' en el j-ésimo lugar de orden. Enton- 
ces las variables z; y ту son sustanciales. 

5.14. тчріслсток. Es suficiente mostrar que si z; o 7; entran en cierta 
implicante simple X de la función f, entonces z; es una variable sustancia] 
Al tachar zf de К eso lleva a la с. е. К”, que no es implicante. De esto se deduce 


Ja existencia de la colección @ = (ол, ---, Gi 9, сүз, ал) tal, que 
К' (0) = 1, pero / (5) = 0. Al mismo tiempo f (0!) = 1, puesto que К (21) = 1. 
De esto se deduce la sustancialidad de лү. 


5.15. INDICACION. Si z; entra explícitamente en el polinomio P (2%), 
entonces al último se le puedo escribir en la forma 210 © R, donde Q y R son 


polinomios no dependientes de z; y Q # 0. Sea la colección T= (ap . 
++ Gima» Oit» + ++ Gn) tal, que Q (9) entonces Р (од, + +0, б Zis 
Gir ал) = z; Ф R (2). Ahora la afirmación se deduce del problema 5.4, 1). 
5.16. No es cierto. INDICACION. Examinar f (29) = 2 Ф z; Ф... Tn- 
5.17. INDICACION. Supongamos que f (2") satisfaco la condición. Entonces 
existo tal entero ¿(1 < 1 < л): que para cualesquiera ©, Ў tales que Z € В", 
Pe B? } (®) чё 1 @). La afirmación se,deduce ahora de que para todo ¿en 
В), U В? hay aristas de cualquiora de las і direcciones. 

5.48. INDICACION, Véase 5.13. 

5.19. Si / (27) se expresa con un polinomio de grado mayor que la unidad, 
entonces sin limitación de generalidad so le puede presentar on la forma хүтуР, O 
Ф 21Р, 0 22P4 O Pa, donde P, $ O y Ру, Pa, Ру, Р, dependen de las variables 
Zy, >.» т. Sea 2 (03, +» s» ап) una colección tal, que Р, (3) = 1. Entonces 
el componente 2; a, (57) tiono la forma аз, Ф Mz, O Asta Ө % y, en 
consecuencia, esto componente depende sustancialmente de z; y гу. De esto 


so deduco quo las tres colecciones buscadas se encontrarán en la сага В; 2, 


Si / (27) se expresa con un polinomio de primer grado y depende sustancialmente 
de z, y т, entonces para cualquier colección (а, . « +, ол) cualesquiera tres 
vértices en la сата Bait "воп los buscados. 

5.21. Supongamos lo contrario. Sin limitación de generalidad se puede 
considerar que ontre todos los componentes del tipo fi (27) el componente 


А (E?) es el que tiene el mayor número do variables sustanciales. Entonces la 
suposición es equivalento a que ft (т^) depende ficticiemente de cierta variable, 
por ejemplo de zz, o sea que f} = 7142 = 7,2. Como z, esuna variable sustancial 
se cumple aunque sca una do las relaciones /1,® + 102, 11,2 = fb4? Supon- 
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gamos, por ejemplo, que f1}? fb4? Entonces la función 
=z? vai? 

depende sustancialmente de z, y de todas las variables sustanciales do la sub- 
función /f4?= f$, Esto contradice a que /} tiene el mayor número de variables 
sustanciales. 

5.22. 1) Es cierto. Se deduce del problema anterior. 2) No es cierto. 1NDI= 
CACIÓN. Examinar у (28) == тут, V тугу y las variables ду, ту 

5.23. 1) 1, т 2) 1; 3) а, Za; 4) 227 у, 21 ~ т, 1. 5.25. 6. 5,26. So 
puodo; INDICACIÓN. Examinar la función 22323 V 22,24 V түлүш, V түгүл. 


5,27. Los números de las coordenadas do las colecciones Z, ў, Y se pueden 
dividir on los cuatro grupos siguientes: 


Ali abi) Аа li =p Ва С), 
Ay арс фо б=т), AR === 4). 


Sean / (8) = / (ў) = о, / 0 == ©. Entonces si / (0) = / (1) = о, supone- 
mos que ш = z, si t€ Ay U Aj que z = y, si ¿€ As 0 Ay. Si 0) = о, 
1 @) = 9, entonces suponomos que z; == ві 1€ А; quo 2 = y si 1€ Ay 
que z; =4 si 1€ As U Ay Si f (б) = б, entonces suponemos que z; = = sì 
iG Ar U Ay; que гү = y si i € Ау; que z; = z si 1 € Ay. La dependencia sustan- 
cial de las funciones obtenidas во deduce del problema 5.13, 

52. 1090-0700, 0€(0 1) con п>®% 291292 V аза V 
У 292291, 01€ (0, 1), t=T, 3 con n=3; ERA Р уз соп п=2, 

5.30. La función obtenida de f(z") mediante la identificación de las 
variables д, ту tiene la forma zif ушы. De la condición se deduce que 
рог lo monos uno do los componentes ffy, fig? по es idénticamento igual 
а сего. 

5.33. INDICACION, Por Jo monos una de las funciones /, g se convierto en 
unidad en un número impar de colecciones. 

5.34, INDICACION. Véase 5.80, 


Capítulo IL 
st 


1.2. No, no se deduce. Se puede poner (por definición) para cualquier 
conjunto M do P, (incluyendo también el vacío) [М] = Pa, o sea introducir 
una operación tal de clausura. Entonces las relaciones 1) —3) del problema 1.1 
se cumplirán evidentemente, y la relación 4) no se cumplirá. 

1.3. 4) Sí. 2) No. 3) No. 4) Sí. 5) Sí. 6) No. 7) No. 

1.4.1) (0. 9 00, 1, т, 21). 3) (а, zi V Ze а V za V2) 4) (h, zo 
7 т 21020 та. 
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4.5. Sea j (2%) una función de una clase cerrada que depende sustancial- 
mento de todas sus variables (л > 2). Entonces la función fı (Yas Yas + + +» Vn» 
жы... Zn) = f U Wi Vas ++ +» Ул}, Zar > + -s Zn) depende sustancialmento de 
todas las 2n— 1 variables (атай (Y Yes >> Ул} П (Zn ++ Zn) = Ф)- 
Después en la función /, en lugar do la variable y, se puedo poner Ја función 
Í (а, Ze» - - 2) y obtener una función dependiente sustancialmente de 3n — 2 
variables, etc. 

1.8, 10), (2), (21, 10, 4), (0,2), И, 2), (=, 2), (0, 4, z}, 10, 1, 2, 2]. 

1.7. 1) SÍ. 2) No, no siempre. 3) No, mo siempre (son exclusiones sólo 
todos los P, у su complemento, la clase cerrada vacía Ф). 

1.8. 3) (= 0) =y = = \/ у, т == = 0207. 4) De la segunda función 
mediante la identificación de todas las variables se obtiene la negación. 5) 
5) m (2, у, 0) = зу, #@0=Т. 

1.9. 1) K, С К, pero puede haber también una inclusión rigurosa Ку E Ку. 
2) К, Ë Ka; por ejemplo con M, = {гу, 2) y M, = (2) tenemos Ку = [т], 
y Ку Р,“ (21. 5) Véase 1.9, 2). a 

110. 2) Му= |2, 01, М. = 12, 11. 3) = [2, 0, M¿=101. 
5) Убаво 1.10, 2). 

111.1) 0, 2). 2) 1,2 Ф). 3) = Уу, жуз). 4) (261 mía, у, 2) 
puesto qo z @ y Ө: = т (m (z, у, 2), т (z, 0,10), т (F, y, =)) y en la clase 
cerrada [т (z, y, 2)1 cualquier función que dependa sustancialmente de un 
argumento es igual a la función idéntica. 

1.12. Sea M una clase precompleta (оп P4). Eso quiere decir que [M] Pa 
pero con cualquier función / € Pa N М tenemos | M U {f 1 = Pa. Si [M] Y 
= M, entonces so podrá encontrar una función g de [M] N M tal que [М] = 
= |M U (g)] = Р. Rosulta una contradicción. 

1.43. Si M} = M”, entonces la afirmación ев evidento. Sean М} % М. 
Supongamos que М} = M}. Como M, y M, son clases cerradas y M} < My 
y M} © М, entonces cualquiera quo sea Ja función ў de Af, (o do Ma), poniondo. 
өп ol lugar de sus variables funciones de М} (= М), dependientes de la misma 
variable z, obtenemos de nuovo una función de М}. Pero esto quiere decir que 
añadiendo a M, una función arbitraria g do M, N М, (е Ф) tenomos IM, U 
U (д) NM = M} + MI, y eso contradico la precomplitud de la clase My 
en la clase M. 

1.14, 1) 10, 4, а], (29. 2 10], 11]. 4) 00, =). (= V yl. 

1.15. 1) No, no es. 3) No, no es. 

1.16. Si z€ М entonces la afirmación es evidente. Sea z 6 M. Según la defi- 
nición de la oporación de superposición la sustitución de una función idéntica 
se puede considerar como una transformación que se hace sólo en el conjunto 
M on concordancia con la operación de superposición. Eso quiere decir que 
{М U IS М 0 (2). La inclusión inversa se deduce de las propiedades 
de la operación de clausura. 

1.17. La afirmación se deduce de que la función z | y forma en P, un sistema 
completo. F 

4.18. Soa / (2%) Æ const. Si identificando todas las variables en la función 
1 (E7) obtenemos wna función idéntica o una negación, entonces la afirmación 
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es evidente. Sea ў (2, » 2) = const. Para que esté todo determinado pon- 
gamos que f (z, ..., 2) = 0. Como / (2%) Æ const, pues existe una colección 
@ = (о, ..., аң) tal, que / (2) = 1. Pongamos que дү = z si a; = 1 y que 
ж == y ві a; = 0. Entonces de la función f obtendremos la función g (z, y) 
que satisface las condiciones: g (0, 0) = g (1, 4) = 0, g (1, 0) = 4. Si g (0, 1) 

+ entonces g (z, y) = = Ф у; si g (0, 1) = 0 entonces g (=, Ш == у). 
Es evidento que |z @y| 3z у |22712 =. 

1.20. Como el conjunto P, es infinito-numerable, pues el conjunto de todos 
sus subconjuntos finitos también es infinito-mumerable. Por eso la potencia 
de todas las clases cerradas en P, que tienon sistemas completos finitos no es 
más que numerable. , 

1.21. Si una claso cerrada еп Pz es diferente de los conjuntos (0), (1), 
10, 1): entonces contiene una función idéntica (véase el probloma 1.18); con- 
secuentemente no se lo puede ampliar hasta una base. 

1.22. Sea P un sistema completo en M. Tomemos P la función arbitraria tu 
Ella no pertenece a ninguna de las clases Ку, .. „ Ку precompletas en М. 
Después eligiremos on 3 la función f, que no pertenece aunque sea а una do 
las clases precompletas quo quedan, ote. El número de funciones que so obtienen 
con este proceso en el sistema $” no es mayor que el número de clases ргесот- 
pletas en M. El sistema 2” es completo en A puesto que en el caso contrario 
se ampliaría basta alguna clase precomplota, y al construirlo, el sistema 2” 
во se contieno totalmento en ninguna de las clases precompletas en M. Si P 
es una base, ontonces en la construcción del sistema respectivo P” deben de 
sor utilizadas todas las funciones de P pues de otra manera Hegaríamos a la 
contradicción con la irreducibilidad del sistema 

1.23. La demostración se puede hacer con inducción por ol número de 
entradas del enlace > en las fórmulas que realizan las funciones de la clase 
cerrada {ж — yl. Si on la fórmula hay una ontrada del enlace =>, entonces la 
lórmula (con oxactitud hasta Ja designación de las variables) tiene una do las 
formas siguientes: z => т y т — y. En este caso la afirmación es ovidento. Luego, 
si Y == fı — fa, entonces hay que examinar dos posibilidades. 

(a) La fórmula que corresponde a la función fs tiene aunque sea una entrada 
del enlace —». Entonces /, = уу V pa (77) y «= V fa = ys V (h V 9). 

(b) La fórmula que responde a la función fs representa en sí una variable 
(digamos y). Entonces = fı V y. 

1.24, Utilicomos la inducción por el número de entradas del enlace —. 
Si ol enlace + entra una vez, entonces tendremos z > y, y la afirmación será 
ovidento. Sea Y = fı (27) > fa (22) y que la función f que responde a la fór- 
mula Q depende sustancialmente de no menos que de dos variables. Si f, satis- 
faco la condición del problema, entoncos | У, | > 2"-1 y | N4 >] Ny |> 
> 25-1, Sea ahora que f, depende sustancialmente de una variable. Supongamos, 
para quo esté todo determinado, que fs == z; (fẹ no puede ser igual a la negación 
de la variable, puesto que Zé [z-—» y]). Con esta suposición / = } Y лу. 
Es evidente-que f (1, 2, . . ., 2h)ms1. Si fuese f (0), za . Zn)=0, entonces 
f (а, Zes © -+ Zn) к= тү y esto contradice a que la función / (29) depondo sustan- 
cialmento de no menos que de dos variables. En consecuencia f (0, zz, 
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m- -s Zn) 350 y | Му] > 2°. Por fin, si la función fs depende do todas las 
variables т, ..., Zn insustancialmente, entonces f, = 1, pero f = 1, o sea 
quo también depende insustancialinente de todas las variables 2; .- ., хп. 

1.25. Soa К una clase precompleta en Р,. Supongamos, que = 6 К. En 
virtud del problema 1.16 la añadidura de la función z а la clase К no leva a un 
sistema completo en Pa (pues [K U (2)1 = K U (2) Э 2110). Esto contradico 
la precomplitud de la clase К. 


$2 


2,1. 2) No. 5) Sí. 2.3. 1) zz V и. 3) >yOyO і. 

2.6, Emplear inducción рог el número de entradas de los enlaces del con- 
junto (0, 1, 7, &, У) en la fórmula @. 

2.6. Supongamos que ¿1 о sea que la función f(2%) dependa susta: 
cialmente de la variable 21. Entonces so podrán encontrar las colecciones 
&= (O, в...) у T= (i, ар, eer On) tales, que f 1 (67). Como fx 
X (i, Tr 0001 29) = (O, Ugo ..., dn) Y /* (0, Las «oo: Em) =] (1, аа, ..., бл), entonces 
JU, Ta eee Tn) 4 /*(0, Ga +++, 8), о sea que z, es una variable sustan- 
cial de la función /* (25), 

2,8. 1) 0. 2) 2"-1, 3) 1. 2,9. 1) SÍ. 4) No. 5) SÍ. 

2.10. Emplear la descomposición: / (7%) = 21 (0, Za, ++» Tp) V А (1, 
Das +++ The 

2.11. Si / Œ”) es una función autodual, entonces en cualesquiera dos colec- 
ciones contrapuestas do valores de las variables ella toma valores opuestos. 
En consecuencia, el número de colecciones en las que la función autodual f (27) 
toma el valor 1 es igual al número do pares do colecciones contrapuestas (do 
longitud n), o sea | №, | = 29-1, 


n-i же 

паз, Y eno, >з. 

= 

214. 2ФуФфі, =ФуФғ Ф 1, mzn y 2), т(2, у, 2301 
т (т, у, 2) @ т Ө у, т(х, у, 2) Ө = Ө у Ө 1, т(т, у, 2) ФФ, т (2, у, 
20:20:01, m(z, у, 2) Ө у @ зәп (т, у, :) @ у@ ғ Ф 1. Con facilidad 
se comprueba que т (т, y = т (z, у, 2) Ө т Фу, т (2,7, дт (т, у,:)Ф 
0r0:01 т(2, у, 2) = mlz 1301 

2.15. 1) Con 3. 2) Con n = 4m + 3, m = 0, 1, 2, ... 3) Con nin- 
gún n > 2 la función no es autodual pues / (0) = / (Ñ). 4) Con n > 3 impares. 

2.16. Sólo con n impares. 

247. 3) «(0) = ие ӨӨ иЕ5, m(n 065 у 
т (ш, ту, 1) Є S. Si f € S. Sustituyendo en g (y) en el lugar de y, la función 
m (Zis Za f) = Af © zaf O тулу; en el lugar de у, la función m (zp, ть, /) = 
= mf Ө zaf O лугу; en ol lugar de la variable уз la variable л, у en el lugar 
de у, y de ys las variables z4 y ғ, respectivamente, obtendremos 217 © zaf O 


Ox 07/02/07 07202 0% = Bf O Ata Ө Bf @ 2:20 2,0 
Ө з. < 
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248. 1) Tenemos у (2%) y * (77) эта) = const. 
Esta constante no puede ser 0, puesto que en el caso contrario se tiene que 
cumplir la relación / (29) = 
tiendo de la igualdad ¡N¿|=| Му, |, deducimos que cada una de las funcio- 
nes f (37), /* (ту y F E= (у, Zn) tiene un número de coros igual al 
número de unidades, o sea, } у=} N pe }=| Np |=2"-1, En consecuoncia, 
en virtud de la relación f.7? =0, /@)=0 si, y sólo si, / (29)=1. En con- 
secuencia, У (29) = /* (29). 

210.3) (24 2) + (2929) = 1. 

2.20. Sea у (2%) una función no autodual y todas sus н variables үл ¿> 3) 
sustanciales. De la no autodualidad de / зе deduce que existen dos colecciones 
contrapuestas, @ == (2%, ++ n an) y 7 = (Ep, 


Zn) = 0. Pare 


+=» Gm), en las que la función f 
toma los mismos valores. Primero suponemos que / (0%) еў (Tn) y en conse- 
cuencia 2 зе Uh y а = 1%. Examinemos la función g (х, y) la que so obtiene 
de { (3%) como resultado de la sustitución por z do toda variable т, tal, que 
as = 0 y de la sustitución por y de cada una de las variables que quedan, Tene- 
тоз que е (0, 0) %g (1, 1) yg (0, 1) = g (1, 0). Es evidente que g (т, y) € 5. 
Supongamos ahora quo / (0%) = f(17). Como / (27) = const (pues dopendo 
sustancialmente de no menos que de tres variables), entonces se podrá oncontrar 
una colección E = (Bj, «+ +, Bn) tal, que f (P) + 1 (0). Partiondo do la colec- 
ción $ construimos la función h (z, 4): si B; = 0, ontonces en f (3%) sustituimos 
a la variable x; por т, si фу = 1, entonces sustituimos a =, por y. La función 
h (æ, y) satisfaco las siguientes relaciones: A (0, 0) = А (1, 1) © h (0, 1). Es 


evidente que A (z, y) depende sustancialmento de dos variables y es no autodual. 
2.21. Véase ol problema anterior. 


2.22, No es difícil mostrar (véase el probloma 2.14) que m (2°, 20,  = 
= MB, Si mía, В, ү) = 0, entonces т (2%, 28, 2Y) = т. En cons 
cuencia colocando еп т (2%, yP, 2) еп el lugar de z, y y ғ osta misma función 
т (2%, yP, 21) obtendremos т (z, y, 2), 0 bien una do las funciones т (=, y, 2) Ф 
Фгт@Фу, т(т, у, т) Өх Фа, т(г, у, :) Фу Ф=. 51 tenemos una do las 
tres últimas funciones, entonces a la función т (т, y, г) 19 construimos fácil 
mente. Por ejemplo т (=, у, m (z, y, ) @ z @ y) @ z@y = m (2, y, 2). 
Ahora mostraremos que de la función m (т, y, 2) se puede obtener una función 
que deponda sustancialmente de n (> 4) variables. Si n es impar y n> 5, 
ontonces tenemos que gs (75) = m (Ty, Zp, т (za, Zas з), ..., Baty G) = 
= ба-а (Zis Ze оо еә Talen M (т-д. Tat а), > » Es fácil demostrar (con 
inducción por 0 que cada una de estas funciones dependo sustancialmente de 
todos sus argumentos, Para un n par, sea n = 21 > 4, la función correspondiente 
se obtione, por ejemplo, de la función күз si ponomos туу = тү. En la demos- 
tración de la dependencia sustancial de las funciones g, (27) de todos los argu- 
mentos que entran en ollas, es útil tencr en cuenta que la mediana m (z, y, 2) 
es igual a 1 sólo en aquellas colecciones que contienen no menos de dos unidades. 

2.24. Hay quo tomar una colección arbitraria (о, ау... ., ол) de valores 
do las variables zı, za, . . ., Zn У Comparar en esta colección el valor de las 
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partes izquierda y derecha do la relación dada en el enunciado del problema, 
Es útil hacer diforencia en dos casos: (1) entre los valores 46701, 02, у оз hay 
по menos de dos ceros, (2) entre аң, œs у % hay por lo menos dos unidades, 

2.25. 1) En la resolución del problema 2.22 se mostró como do т (=, y, 2) 


о de т (=, y, 2) se construye la mediana m (z, y, 2). Luego, т (z, z) = 
== m (z, т, т) = F, y por eso (véase el problema 2.23, 1)) de m (2, y, 2) (o de 


m (z, y, 5) se puede construir la función z Ф y Ө 2. Las funciones autoduales 
de un lugar (7 y z) evidentemente se contienen en {т 1 (у en [т (z, y, 2). 
Como se deduce del problema 2.12 no existon funciones autoduales que dependan 
sustancialmente de dos variables. Finalmente, empleando el problema anterior, 
deducimos que para la construcción de cualquier función autodual de n > 3 
variables es suficionte tener todas las funciones autoduales de n — 1 variables 
(y también Jas funciones m (2, y, 2) у z Фу O z si n = 3). Si n = 3, entonces 
ве puede emplear el resultado que fue formulado en el problema 2.14. (OBSERVA= 
стом. El problema 2,14 so puede resolver empleando el resultado del problema 
2.24 y la función F, z O y Oz y т (z, y, 2)) 2) Sea f (2%) una función auto- 
dual arbitraria y sean todas sus variables sustanciales (n > 3). Mostromos 
quo si n > 4 y / (57) no es función lineal (o sea que no es representable en la 
forma т, Ф 2, Ф... O Zn © а, donde о Є (0, 1)), entonces de (2") mediante 
la operación de identificación de las variables se puedo obtener una función 
autodual, no lineal, sustancialmente dependiente de tres variables. (Si / os una 
función lineal autodual, entonces para ella la afirmación análoga es evidente), 
Así, supongamos quof (2%) es una función no lineal sustancialmente dependiente 
de n > 4 variables, Do la no linealidad do la función f so deduce que en el poli- 
nomio de Zhegalkin que representa osta función habrá aunque sea un término 
no lineal. Supongamos, para la determinación, que en esto término no Yineal 
entra la variable ху. Entonces f = түү (ту, s Zn) Ф Po (22, ++ -s 2n) Y Pi ma 
m const. Tomemos la colección (оа, .. ., ал) en la цио q, se vuelve 0. Tomemos 
10, dy, ал) = f (1, аа, + + s =). Veamos dos casos. Primero supondre- 
inos que Uy =... = ал = 1. Como ту es una variable sustancial de la función f, 
pues habrá dos colecciones Ђ y ў vecinas por el primer componente y tales que 
ТФ) + 7 0). Es ovidoute que estas dos colecciones son diferentes до las colec- 
ciones 1 y (0, A, » +. 1). Sustituyamos aquellas variables z; que en las coloc- 
ciones Ђ y y son ceros por la variable y, y todas las demás variables, excluyendo 
a 21, рог х. Obtendremos la función g (ту, у, 2) que satisface las гојасіопев: 
# (0, 0, 1) = а, g (1, 0, 1) = © y en virtud de la autodualidad do la función 
8 gl, 1, 0=7 y £(0,1,0)=0. Si g(1, 1, 1) =0 (y (0, 1, 1) = o) 
entonces (д, у, 2) = m (Z, 4200 y si (1, 1, 1) = б = g (0, 1, 1), 
entonces g (21, у, 2) = m (д1, y, 2) Ө с. Examinemos ahora el caso cuando 
no todos 108 œs, » » ., a, son iguales a 1. Además, debido а la autodualidad de 
да función f, no todos los оң son iguales a 0. Tomamos las colecciones Y y 5 = 
= (0, ,...,‚ 4). Si 70) = f (8) entonces las colecciones mencionadas ante- 
riormente f y y son diferentes де б y do 1, y todo se reduce al primer caso. Si 
# @) 5 f ©), entoncos hacemos la idontificación de las variables en la función 
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1 (2%) partiendo de las colecciones (0, as, .. ., ол) Y (f, а... а). Obte- 
nemos cierta función autodual В (21, y, z) quo satisface las rolaciones һ (1) = о, 
h (0, 4, 1) = 5, k (0, 0, 1) = А (1, 0, 1). Si 2%(0,0,1)=0, entonces 
ha y, 3) = m (z, у, 0 б. Y зі А (0, 0, 1) = G, entonces h (ту, y, 2) = 
= m (2 1300. 

Como de una función lineal mediante la operación de superposición se 
Puede obtener solamente чпа función lineal, pues cualquier sistema F completo 
en 5 tiene que contener la función autodual no lineal /(2") de la que, como mostra- 
mos, so construye la función del tipo m (2%, у, =), donde œ, f y y pertenecen 
al conjunto (0, 1). Si f (z, z, . . ., 2) = 7, entonces [7 (27)] contione m (a, у, 2) 
(véase el problema 2.14) y por eso [f (2%)] = S (véase el probloma anterior). 
Supongamos ahora que f (т, z, « .., z) = x, o sea que f conserva el 0 (y el 1). 
Entonces еп P tiene que haber una función f, (27%) que no conservo el 0. Si /, 
es una función no lineal, entonces [/,] = 5. 51 /, es una función lineal, entonces 
И.Л == S y (f, jı) es una base en 5 (la función / genera sólo funciones que 
conservan el 0, y la fi, sólo funciones lineales). 

2.26. 1) No so puede, puesto que /Є S, y £ € 5. 2) Se puede. 

2,27, El mayor n os i я 

2.28. Hay dos tales funciones: 2, © z, Ф 73 @ л, @ 0, dondo o Є (0, 1). 

2.29. 4) No. 2) Sí. 3) No. 4) Si. 


$3 


3.2, Supongamos que / (2") toma valores contrarios en cualesquiera dos 
colecciones vecinos. Sea /(Ó)=0, entonces /(0)=9, si el número |91 es 
impar, y / (@) =0, si el número ||% [| es par. Supongamos que 10 (Хт) z; Ф 
020... On Do. Entonces у= Niq. Por la unicidad de la ropresenta- 
ción do las funciones con polinomios, /==1, y, en consecuencia, f¢L. 
Lo inverso по es to. Vease, por ejemplo, /(: Өз». 

3.6. 29, RESOLUCION. Supongamos que / (2%) = суту Ф... O сузса. 


Puesto que f Є 5 tenemos c; (2, Ф 1) Ф... Bcn (Zn 01) Ө спн Ф 1 == f (3h), 
а 


De aquí que D ci = 1, osea que el número de coeficientes cp, 1 = 1, лу iguales 
т 

а la unidad, es impar. En B”, el número de vectores (cr, .. ., cn) de peso impar 

es igual а 2%=1, So puede escoger el coeficiente cn +, arbitrariamente. De esto 

so deduce la afirmación. 

3,10. Si / (2%) € L y 1 (2%) depende sustancialmente de todas sus variables 
entonces f (Zn) = а @ ...8 т, Фо donde сє (0, 1). Do esto fácilmente 
se deduce la necesidad do la afirmación. SUPICIENCIA. Supongamos que f € L. 
Entonces existen dos colecciones vecinas & y Ё tales que у (0) = f (0) (véase 
3.2). Sea i el número de la coordenada en la que & y Ё зе diferencian. Entoni- 
сев / (о, .. оң, Eis оаа an) ficticiamente depende de 
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3.11. Sea P (2%) un polinomio de grado k > 3. Sin limitación do generali- 
dad so puede considerar que la с.е. А = гул, - . . т ев un sumando del poli- 
nomio P. Suponiendo zp = z441 ‚ = zn obtendremos el polinomio 0 
en el que A es la única c.e. de rango k. Pueden haber varios casos. a) Todas las 
c.e. de rango k — 4 sobre el conjunto ХӮ entran en el polinomio @. Pongamos 
жк. = т. b) Existen tales, j (1 < £< / < k), que las с.е. лу... yatt o 
Zn Y Ty 00 + жула + -> ж faltan (no las hay) en 0. Entonces suponemos 
z, = ту. с) El número de sumandos de rango k — 1 es igual a k — 1. Supon- 
gamos que en Q faltan (no las hay) Jas c.e. z, - » » ту. Entonces identificaremos 
las variables x, у т. En todos los casos obtendremos us polinomio de grado 
к—4. 

3.12. Veamos el polinomio P que realiza la función f. Si el grado del poli- 
nomio Р es mayor que 2, entonces, mediante la identificución de sus variables, 
so puedo obtener un polinomio @ de grado 2 (véase 3.11). Sin Jimitación de 
goncralidad se puede considerar que туг, ontra en 0. Identificando todas las 
variables diforentos de z, y =, obtonomos una función no lineal de tres variables, 

3.18. Del 3.12 se deduce quo identificando ciertas variables de la función 
1 se puede obtener una función de tres variables que so realiza con un polinomio 
de segundo grado. Es necesario sólo mostrar quo si en este polinomio hay exacta- 
mente dos sumandos de segundo grado, entonces, con la identificación de las 
variables so puede disminuir en uno oste número. Si, por ejemplo, еп P entran 
rita Y жулу рого по entra тугу, pondremos зу = лу 

3,14. Sif (29) € L entonces existen i, y tales que / (2%) = 12,1 Ө 2,P, Ф 
Ф xP, Ф Pa, donde Р, es una función no dependiente de т, y de зуу Р, ж 0. 
Pongamos que i= 1, / = 2. Que 5 = (оз, «++ а) la colección de valores 
de las variables xy, . . .. xy tal que Р, (5) = 1. Entonces ф (ту, 13) = f (zp £a 
аз ++, n) = лала Ф l (zp za), donde 1 (xj. za) os cierta función lineal. 
La función 9 (zı, ту) se convierte en unidad en un número impar de colecciones. 
De esto so deduce que la cora ВЭ: 2, 1." ез la buscada. 

3.18, Sen / € L. Si f forma una base en L, entonces / (б) = 0 y 7 (1 21, 
en consecuencia, / dependo sustancialmente de un número impar de variables, 
Pero entonces ella es autodual y no puede formar base en Z. 

3.19. Si Ф es un sistema de funciones completo en Z, entonces en Ф existo 
1, & 8, o sea una función sustancialmente dependiente de un númoro par de 
variables. Entonces do él se puede obtener una constante. Quo esta constante 
sea a. En Ф también tiene que estar la función 7. € То. Colocando la constante 
a on ol lugar de las variables de la función 7, obtendremos F. En Ф también 
está la función / que depende sustancialmente de más que de una variable. 
Se puedo fácilmento ver quo [0, 1, fa] = L. Así, de cualquier sistema completo 
en £ siempre зо puede formar un subsistema completo formado de tres funciones 
De esto se deduce la afirmación. 

3.20. Hay. tres clases (0), (1) y (0, 1) compuestas sólo por constantes, 
dos clases {z} y fx, 2) formadas de funciones dependientes sustancialmente 
exactamente de una variable, cuatro clases formadas de funciones do no más 
de una variable y quo contienen constantes y funciones diferentes de constantes: 
10, 21, ИИ, 2], (0, 4, г], 10, 1, т, 21. Si una clase de funciones lineales con- 
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tiene una función que depende sustancialmente de más de una variable, entonces 
ella contiene una función de un número par de variables, o bien no contiene; 
contiene una función que no conserva 0, o bien no. De aquí se deduce que las 
clases [z © y @ = @ 1], [z © у @ г], Iz @ vl, [= 8 y O 1), £ son sólo clases 
cerradas de funciones lineales que contienen una función que depende sustancial- 
mento do más de эша variable. 

3.22. INDICACIÓN: Si / (2) satisface la condición y по es autodual, enton- 
cos para todo% € В, у (ж) = / (а), еп consecuonicia, f so puedo dar por completo, 
dando su valor en las colecciones del tipo (ад, оа. 0). De la condición 1), además 
so deduco que la función / se convierte en unidad exactamente en dos colecciones 
de este tipo. Así, existen по más de seis funciones no autoduales quo satisfacen 
las condiciones 1) y 2). Es fácil comprobar que todas cllas son lineales. 

3.25. Рага п 92 2 tales funciones no existen. odas las funciones del tipo 
жж, © ar, O Pz, Ф yla, б, y € (0, 1)) y sólo ellas satisfacen Jas condiciones 
1) y 2. 

3.26. Dos con n impar, 0 con n par. 3.27. De cinco manoras. 3.28. f (a, ... 
+. 01 Zn- п) = 1. 3.29. Соп n impar. 3.30. Véase 3.14. 3.31. Véase 3.13. 
.32. ху, хуу, |= фи 
3.32. INDICACIÓN. Aunque sca una де las funciones fi, Ja, fs no es lineal. 
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4.2. 2) Con n pares. 4) Con n ák— 1, k= 1, 2... 

4,3. 1) Con todos los n >2. 3) Соп n=3k, k=1, 2, ... 4.4, Do 7 mane- 
ras. 5.5. 2) 8.22%-2; 5) 320-1; ву (22"—22"'у/2; 42) 0; 45) 2-4, лл. 
1). No so puede puesto que ByE Ti y 2 yE Ti 

4.8. 1) Si f € 7, pues su polinomio no contiene 1 еп calidud de sumando. 
Рог eso se puedo expresar f por ху y z @ y. La igualdad T, = | z V y, х Фу] 
se deduce de lo anterior y de que z V y = zy @ z Фу. 

4.9. Sea Ф una base en To. Entonces existe / € ON 74. Identificando 
todas sus variables obtendremos la constante 0. En Ф existe también la función 
1, que no es monótona. La función /¿ es también, evidentemente, mo lineal. 
Mediante la identificación de las variables y la sustitución de 0 de fa se puedo 
obtoner la función q, (7, y) del tipo zy O az Ө ту, о, TE (0, 4) (vénso 3,13), 
Como js no es monótona, entonces existen unas colecciones % y Ђ tales, quo 
X <Ñ y i @) > / @). Sea A (respectivamente B) el conjunto de las coordenadas 
de la colección % ($) quo son iguales a la unidad. Examínemos la función qa (т, y, 
2) que se obtiene de f, si se hace en ella z; = z con t € A; z; = y con t € B, 
y зү = z con ê B. Tenomos q, (0, 0, 0) = ф; (1, 1, 0) = 0, q, (1,0, 0) = 1. 
Si en este caso Ф, es una función autodual, entonces, o bien ф, = z Фу Ө 2, 
o bien ф,= zy У 22 Vyz. En ambos casos tendremos [0, і, Ф] = To. 
Si q, no es antodual, entonces examinamos la función qa (т, y) = Ф (т, у, б). 
Tenemos фу = 2 $ y, о Фа = ху. Si фа = t Ф y, entonces [Pu Pal == Те. 
En el caso de que фа = ту y Ф = 2 Y y, todas las funciones obtenidas 0, 
Ф, Фа Pertenecen a una clase cerrada que es precisamente la clase G formada 
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de todas las funciones / tales que para cualesquiera dos colecciones @== (01, ..., 
-+e an) y В = (Br, >. ., Bn) tales, que / (д) = / (B), existe un £ para el cual 
a; = [ү = 1. A causa de la plenitud de Ф en 7, existe una función fẹ no per- 
teneciente a la claso G.¡La función fa tiene la propiedad de que existen unas colec- 
ciones & y $ tales, que / (2) = / ($) y еп Z y Ё no hay coordenadas unitarias 
comunes. Sea A (В) el conjunto de coordenadas unitarias de la colección % 
(respectivamente de б). Sea Ф, (т, y) una función que se obtiene de fs sustituyendo 
а тү рог z cuando і € A, con y en lugar de z; si 1 € B, a las z; por 0 cuando і є 
ФА U B. Entonces p, es z V y о bien = Ф y. En los dos casos tendremos 
Гау, Фа == To. Así, de la plenitud del sistema Ф en 7, so deduce que en él 
existe un subsistema que contiene no más de tres funciones. Precisamente de 
esto se deduce la afirmación. 

4,10. Análogo al problema anterior. Utilizar el hecho de quo en un sistema 
completo oxiste una función monótona y una de las funciones fg, с € (0, 1)» 
que no pertenecen respectivamente a las clases Gg compuestas de todas las fun- 
ciones / tales, que para cualesquiera dos colecciones 2 y Ё en las que / (2) = 
= / ($) = o, oxisto tal i, que las tósimas coordenadas de las colecciones & y 
son igualos a о. Ejemplo de baso do una función es el conjunto {zy Ф: © u). 

4.14. INDICACION. Examinar la función zy Фу Ф 2. 

4.12. 3) Haromos la demostración de la plenitud del sistema Ф = 
= {ву V zs V у, z@y Ө з) en Tof 5 por inducción. Las funciones de 
To {\ $ que dependen de no más que de dos variables, so obtienen mediante 
la identificación de las variables y de las funciones de Ф. Supongamos que todas 
тав funciones de 7, П 5 que dependen de menos que de n (л > 3) variables son 
superposiciones de las funciones de Ф. Supongamos que f (2%) € Т, N S. Enton- 
сез f (жу, аз, Zas 24, > + 01 Em), $ (Za, Eor Zas Tas n Tm), $ (Zis Ta 2, Za En) 
dependen domenos do л variables. Ahora utilizamos el resultado del problema 2.24. 

4.13. f (1, 4, 1) =0, ya que f € Тү; / (1, 0, 1) = 0 puesto que fẹ М, 
на, 0, 1) = 7 (0, 1,0) = 0, puesto que f ¢ 5. 

4.14. Si f€ L entonces existe un k > 1 tal, que / es congruente a ту Ф 
920... Ө zami. 517 € L, entonces medianto la identificación de Јав 
variablos so puede obtener una función q del tipo zy Ф о (2 Фу) Ф 1, о Є(0, 1), 
o bion zy Ф zz @ уг © 1. En los dos casos Z ASS| Pl. 

4.18. Mostremos, por ejemplo, que 7, N Zes una clase precompleta en Ty. 
Supongamos que / € To N Z. Identificando las variables de / se puede obtener 
la función q, que Пепо el tipo zy Ф 1 (z, y), oel tipozy Ф аг Ф yz Ф 1 (2, y, 2), 
En ambos casos el sistema (= Ф y, Ф) es completo en 7o, o sea que | (To П 2) U 
U I= To 

4.19. INDICACION. zy Өг Є ToN (7, UZUS) y {f, зу Ф 2) es un 
sistema completo on Py. 

4.21. z, © 24 0 za. 4,22, Indicación. Véase 3.20. 

4.23. Demostremos que si 7 ё (T, N Ту) U S, entonces de ella se puede 
obtener una constante. Si f € Те, Ту о / Є T:N To, entonces identificando 
todas las variables en la función f obtendremos una constante. Supongamos 
que f€ Ty U Тү. Puesto que f € S entonces f depende sustancialmente de más 
de una variable y las variables so pueden identificar de tal manera que se ob- 
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tenga una fanción sustancia mento dependiente de dos variables, precisamonte 


una de las funciones es 27 о т Y y. En ambos casos se puedo obtener una conse 
tante. 


$5 


5.2. 1) n=2, 3. 2) Con п pares. 3) Con п impares. 

5.4. Emplear la descomposición de 5.3. 

5.5. Dos funciones, de las cuales una tiene variable ficticia, 

5.8. 1) No es cierto. Examinar / (25) = z, y las colecciones (110), (001). 

5.12. 2, п funciones. 

5.14. Supongamos que la implicante simple 7 de la función / (2") contiene 
una negación de la variable. Sea, por ejemplo, / = 3,2, donde L es cierta с.е. 
Examinemos Nz, == (2: L (9) = 1) y la colección arbitraria 0, œ, .. ., = de 
Ny» А causa de la monotonía de f (1, аз, + » «+ an) = 1. Do esto во deduce que 
zL, y, en consecuencia, también L, son implicantes de la función f. Esto con- 
tradice el que 7 es una implicante simplo. 

5.16. Siempre que 6414-2 (E <1< 

pa 5 
(аА). 

5.18. 1) Existe. 2) Noloxiste, INDICACION. La [-n.d. abroviada 2 dela fun- 
ción f tione una longitud igual а tres, La fórmula 2* que es dual a 2, ез la 
£m.c. abreviada de la función }*. La f.n.d. abreviada de la función / se obtiene 
de Z* abriendo los paréntesis y aplicando las reglas АА = A, A V A = A, 
A УАВ = А. Exomínense todos los casos en los que la f.n.d. abreviada do la 
función f* tiene una longitud igual a tres, 

5.19. 1) Todas las unidades inferiores de ua función monótona son incom- 
parables de par en раг. El númoro máximo de colleccionos “ncomparables de 


par оп paren В" os igual a ( уд) (véase 1.1.15). 


=”) у para һ=й+ 


5.21, Todas las funciones f (25) tales que / (2) = 1 si 151 > 1/2 y 1 @) = 
= 0 si || & 11 < [(n — 1)/2]. Son monótonas. 

5,22. 1) 2; 3) n + 2; 5) MH — 2n — 2. 

5.23. 1) Supongamos que f (2%) < M П 5. Examinomos la descomposición 
1 = 2,9 У тлф. Como f es autodual, entonces¡(ff)* = f8. A causa de la monoto- 
nía de f tenemos que /3 € M, ft Є M, fè V / = f. Así que si la función }} de 
M está dada, pues la función f también estará dada. Sólo queda convencerso de 
que con л > 1 existe una función f € M~ tal, que f V /* + f. Se puede tomar, 
por ejomplo, la función f (ду, Za, + - -» Zn-1) = 0. 3) Supongamos que / (27) € M, 
Si está dado ol componente /}? entoncos / se determina por monotonía en por 
lo menos 22-2 colecciones más: ві (Ay, ..., ©) os cierta colección y /10° (1, O, «з, 
sses Gp) = 0, ontonces f (0, 0, оа, » » - @„) = 0; si E а] 4, 
entonces f (1, 1, «з... ., па) = 1. De este modo para dar / (2%) Є M es suficiente 
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dar loscomponentes /f3?, 13,7 y acabar de determinar la función por monotonía, 
Entonces / quedará indeterminada para no más de 27-2 colecciones, 

5.25. me (1) = 1, то (2) = 2, me (8) = 12, то (4) = 126. 

5.26. Tonemos | M? | = 186 (véase 5,24), | 5°} = 256, Luego la afirma- 
ción ве demuestra por inducción teniendo еп cuenta que | 5% |= | SP- |2, 
LA] <| Maa р, 

5.27. Cuatro, 

5.28. Sea f (2) € M. Para cada cadena creciento Z € В", o bien f (2) = 0 


para todos los 2 € B”, o bien existe una colección В Є 2 tal, que у ($) = 1 y 
169 = 0 рага & € Z, ® <В. Sen dada la partición de В" on (ә) cadenas 


creciontes. Entonces para representar la función / (27) Є M os suficiente indicar 
para cada cadena de la partición si hay en ella un vértico % tal, que 7 (8) = 1, 
y si lo hay, entonces dar aquel vértice $ para el cual (B) = 1 y / (3) = 0 para 
todos los € 2 tales, que 9 < f? Puesto que la longitud de cada cadena crecien- 
le по supera a л + 1, no se tienen más de n+ 2 posibilidades рага cada 
cudena. 

5.29. Examinemos la partición del cubo В" en cadenas crecientes no inter- 
secadas, indicada en el problema 1. 1.18, Esta partición tiene las siguientes 
propiedades. 1) Las cadenas de monor longitud tienen no más de dos vértices. 
2) Para cada сага bidimonsional que contiene tres vértices de una cadena que 
biene k + 2 vértices, el cuarto vértice de la cara se contiene en la cadona do 
partición que tiene k vértices, Do la 1) se deduce дис en cada cadena de longitud 
mínima una función monótona puede ser dada con no más de tres procedimientos. 
De la 2) зе deduco que si una función monótona (purcia)) está determinada en 
todas las cadonas que tienen % unidados, entonces en cada cadena de longitud 
k + 2 esta función ostá determinada por monotonía en todos los sitios menos, 
puedo ser, en dos vértices. En consecuencia hay no más do tres manoras de acabar 
de determinarlu en cada una de tales cadenas. Tomando en cuenta que el número 


do cadenas es igual а (кз у tendremos que | M” | < sla), 


2. (а V 24) (Zs М зд)... (аял V заа). 

5.33. Toda función que depende sustancialmente de no más de una variable. 
tiene no más de una unidad inferior. 

5.34. INDICACION. Véase la resolución del problema 1.1.36, 4). 

5.39. 1) No se puede. 2) No se puedo. 3) So puede, 

5.40. La afirmación acerca de que cualquier función f(x") € M es repre- 
seatuble con ayuda de superposiciones sobre las funciones del conjunto 
(0, 1, гу, z V y), se puedo demostrar con inducción por n empleando 5.3. Des- 
Pués Ja afirmación se deduce de que (f, zy, z V у} С Ту, (0, zy, x V y) Е To 
y de que del conjunto (0, 1, z V y} no se puedo obtener la función zy y de 
(0, 1, ту) no se obtiono la función z V y. 5.44. No se puede, 5.45. No se puedo, 

5.48, Toda base en M contiene constantes y también funciones que depen- 
den sustancialmente de no menos que de dos variables. Por otra parte, sea Ф 
una base en M que contiene más de cuatro funciones. Entonces, por lo menos tres 
de ellas dependen de más de una variable, Entre estas funciones se encontrará 
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la función jı que по es conjunción elemental. Entonces mediante la sustitución 
de Jas constantes obtendremos z V y. También está f¿ que no es disyunción 
elemental, de ella obtenemos zy. Entonces (0, 1, /,, 7.) ев un subsistema completo 
en М. 

5.49. Убаво 5.48. 5.50. 2) (1, zy V 3). 5.51. Véase 2.24. 

5.53. Mostremos, рог cjemplo, que M П Te cs precompleto. La única 
función / € MN Te es la constante 1. En M П 7, se encuentran las funciones 
0, zy, 2 V y las que junto соп 4 forman un sistema completo еп M. Sea quo 
existe una clase cerrada О más, que no se contieno ср vínguna do las condiciones 
enumeradas anteriormente. Entonces existen / ФМ П To f¿€ M NT, Js € 
EDU (O, 1), EH U (0, 1). Entonces fı = 4, f = 0 de fa mediante Ja 
sustitución de las constantes y la identificación obtenemos zy, y de j4 Та fun- 
ción = V y. 


. Suponer lo inverso y utilizar el criterio de plenitud, 

4) Es completo. 6) No es completo. 7) Es completo. 8) No vs completo. 
. Mostrar que 7 € Ty U 7, U L U М. 

4, 4) Puede ser que no sea completo, por ejomplo, /, (28) = 
=m (гу, ть ла) O @ ть, fa (8) (z1 — зу) V za y quo sea completo, por 
ejemplo, fı (28) = m (ту, Za, та), fa (2) ==, V zeta. 2) Es completo. 3) No os 
completo. 

6.5. Es completo, Muestre que /, 67 ULUSUMy hag To. 

6.6. 1) (zy © z (z @ y) ~ a), (к V a) (EV D), Ө) ез, т (а, y 0). 
З) {0, (2| (ху))-* 2), {z Ө y, (21 (20) 5) {(к — у) 4 02 (Е| (а) — 
=s. 

67. (10) (210), {z@y @z @ 1); (5, EV) (=>; 
(112012), {fz Ө у, z Vy), {0,1,2 Фу Ө уг); (0, 1,2 y @ z гу), 
(0, 1, «Фу ez = У), (0, 1, « Фу Өз, mí y, 2). 

6.8. Hay 7 bases de estas: dos de ellas contienen una función cada una, tres 
contienen dos funciones y además dos bases cada una de ellas, las que contienen 
tres bases pueden ser seleccionadas dol sistema completo {zy, z V y, 2 0 p, 
z~ y); 

6.9. 1) — 3) Se puedo. 4) No se puede. 

6.10. No existe. Supongamos que fı Œ 1. Entonces /, ¢ M y /, 6 7, о bien 
fi 4 S. En ol primer caso se puedo «охігавг» la función fz y en el segundo, la 
función f4. En forma análoga so investiga la posibilidad ligada a la relación 
fa = 0. Supongamos ahora que f, = 1 y j} = 0. Si ў, & M entonces el sistema 
(fis fa» fa) es completo. Sea fa € M; entonces la función f4 tiene que no регіепе- 
cer а Іа clase M. Si f4 € L, entonces el sistema (f1, fz, f4} es comploto. Queda 
examinar el caso cuando f Є БМ. Como (€ S Y М y ja € L, entonces fa 
depende sustancialmente de un número par de variables (y es diferente de las 
constantes 0 y 1). En consecuencia, о 7, 4 Тү, o bien 7, Є Ту. Por eso uno de los 
sistemas (f1, fa» fa} о {fas fs, fa} Torzosamento será completo, 
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6.11. 1) Pa. 2) MUT U L) = Ø. 3) МУТ N T) = (0, 0. 4) MN 
ат» п 7. 5) To ПЕ. 6) 5. 7) LAS. 8) To. 9) To П Tr 

6.12. 1) Ki c Ky 2 Кү Er 3) KÈK, 4) K, K, 5) K, == Ky 
© KÈ Kae 

6.13. 2) 56. 

6.14. 1) Si / € To U T, U S, entonces f Æ const, 10) = 1 y 7 0) = 0. 
Significa que f @ M. Si fuese f € L, entonces en virtud de la relación f € ToU Ty 
la función / tendrá que haber dependido sustancialmente de un número impar 
de variables (y que haber tenido un término libre igual a 1). No obstante, enton- 
ces f€ S. 2) El número de funciones de Sheffer en el conjunto P, (X") es igual 
a la diferencia entre el número de todas las funciones / (2") que satisfacen la 
condición: у (0) = 1 y / (1) = 0, y el número de funciones autoduales que so 
someten a esa misma condición. Así que en Р, (Х") se contienen 227-4 — 2907-1 
funciones do Sheffer (п > 2). 

6.15. Sea у (2%) una función de Sheffer (aquí л > З y todas las variables 
son sustancialos). Como / ә € S, entonces habrá dos colecciones contrapuestas 
@ = (а... an) у 2 == (Za, + - -» Tn) еп las que la función / toma los mismos 
valoros f (0) = / (a) = о. Es evidente que Z + буа 41 (puesto que / (0) = 1 
y f @) = 0). Sustítuimos рог = aquellas variables z; a las quo en la colección ® 
les corresponden componentes nulos, y por y las demás variables. Obtonemos Ја 
función g (z, y) que satisface las relaciones g (0, 0) = 1, g (1, 4) = 0, g (0,1) = 
= g (1, 0) = о. Si о = 0, entonces g (z, y) == 4 y, y si g= 1, entoncos 
e(n у) = ту. 

6.16. 4) Para n=4m+ %, т 0, 1, 2,... 2) — 5) Para nioguna п, 
$) Para toda п>2, 

6.18. Las funciones que tienen las propiedades indicadas en el enunciado 
del probloma dependen sustancialmente do no menos que de tres variables. 

6.21. Véaso la resolución do problema 2.25, 2) 

6.23. ту. De ella no se puede obtener, por ejemplo, la función z Y y. En 
general, en la clase [23] no hay funciones que tomen el valor 4 en la mayoría 
(més de Ја mitad) de las colecciones de valores de Јаз variables. 

6.24. Una función que satísfazga la exigencia indicada en el enunciado del 
problema depende sustancialmente de mo menos que de cuatro variables, Un 
ejemplo de tal función puede ser: ту Ф ж; O тул, Ф Zata 

6.25. La demostración se puede hacer por inducción por n. La base de la 
inducción: n = 4 (véase el problema 3.12). Paso de la inducción. Supongamos 
que la afirmación es válida para п = s > 4 y la demostremos para n = s + 4. 
Supongamos que la función ў (3**) dopende sustancialmente de todos sus argu- 
mentos у no perteneco a lajclase 2. Presentaremosla función f en Ja forma siguien- 
to: g Œ) O zsh (6). Como ze+ ез una variable sustancial do la función f, 
entonces № {х*) Æ 0. Examinemos varias posibilidades. (a) En la función g, 
ciorta variable z; es ficticia, у en la función А, lo es la variable zy (4 + j). En- 
tonces, es suficiente poner =; = ту. (b) No hay variables ficticias ni en g ni en h- 
Si h € L, aplicamos la suposición inductiva a la función h. Si h 6 L poro g € L 
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entonces la suposición inductiva se aplica a la función g. Si (е, л) < 2, Juego 
ї= (а 0 ... Ө 20) 241 O б Ө сәлә+, у se puedo, por ejemplo, idontificar z 


con гуу. (с) En А no hay variables ficticias y en g 198 hay. Sea гү una de ellas, 
Sih @ L, aplicaremos la suposición inductiva а^. Si A€ L, entonces identificaremos 
æ; COn Toz. (d) Supondremos, por fin, que en g no hay variables ficticias y en л 
ellas existen. Sea тү una de ellas. Si g € 2. (lo que quiero docir que } = 1), entonces 
identificamos тү con la variable de la que № depende sustancialmente (para la 
determinación, pongamos que esa variable es z4). Obtendremos f (za, Z}, л... 

co To) = 73 Ө... Өл. © с Ө гей (д, Zas Zg... 20). Es evidente 
чче ез!а función no es lincal y que en сПа zz, . . ., 2441 Son variables sustancia- 
les. Examinemos ahora el caso cuando g € 2. Por presupuesto de la inducción, 
en g habrán dos variables z; y zj, que al identificarlas obtendremos de la función 
g una función no lineal que depende sustancialmente de з — 1 variables. Si 
al identificar z; y ту la función А по degenera en un coro idéntico, entonces =, 
se queda como variable sustancial en la función nueva. Supongamos que ahora 
al identificar z; con ту la función ћ se convierte en un cero idéntico. Entonces 
las dos variables, тү y ту, son sustanciales en h. Para la doterminación pongamos 
que т = 2. y ху = zy, Tenemos А (2) = лгу (Zas > + +, з) Ф Zaha (хь. 

sar 2) Ф zais (Las > > + 20), Y adomás hy та h, O hy. Hagamos лу == туу еп 
la función f. Si con todo esto resulta que la función q es sustancialmente depen- 
diente de s argumentos, entonces está todo demostrado. (La по linealidad de p 
es evidente puesto que Ф (1, ту, Zas Zar > > s Za) = (ту Tas Zas Tas > + 01 20) € 1). 
No obstante, puede ocurrir que con =; = луу, en la función q alguna variable 
se haga ficticia. Tal variable solamente puede ser una de las variablos =, о za 
(puesto que al identificar en q las variables z, у z, tonemos que obtener la 
función g (тү, Ze, Zas Ta» « > => ху) que dependo sustancialmente de s — 4 varia= 
bles). Supongamos que la variable ficticia de la función q es =,. Como f= 
ту (Total O Taga Ө 205 Ф Es) © 151.66 Ө 2.66 © гит © Es Ө Tst X 
X (халуі O Zaha @ х3), donde cada una de las funciones gy, . . ., 7, g8 Ms 
һу, hy depende de las varibles x,,7. .., Za Y Ву ше hy Ф hy, entonces, según la 
suposición hecha sobre la variable ficticia z, еп la función p, tendremos que 
PJ Zor ооо же, дү) = лу (Zaga Ө E) O тз, O Es Ө Titaha, о зод quo 
Ei = һу, Es hy Y £s ва б ша 0. En consecuencia, / (29) = т, (2, Ф 2941) X 
X (хау Ө lio) © 117383 O 2184 Ө 2581 O Es O Zo+17ofi3 Pongamos que z, = 
= +. Obtendremos la función ф = f (лу, Za, жу, Za,» > «+ ль, £4) = (21 Ө 1) X 
X £, (203 O Лу) O 217585 O луй, Ф 2,6; O 6. O тт. Como la función 
Í (д, Bas Far Zas + + 03 Tas Za) = (ту, т, т, Za» > . -» т) dopende sustancialmento 
de todos sus argumentos, entonces en la función y; puede ser ficticia sólo una de 
las variables z, y ту. Poro озо ез posible sólo con йу = 0 (y ciertas condiciones 
complementarias). Entonces s =h, Y f= z, (7, 0 тон) hz O тул; © 
Ө 2184 © Tagy © £s O Za+17oh2> Como h Œ 0, entonces para ħ к= 0 la función 
hz no puede edegenerar» on 0, o sea, hz == 0. Por consiguiente, incluso con h = 0 
la función y = 24 (21 Ф 1) ha Ө 217082 Ө T184 Ө 2387 O e @ ләт; dependo 
sustancialmente de =, y de ту. Así, que si ninguna do las identificaciones лу = тз 
o z, = луу no da la función exigida, entonces es suficiente poner т, = хз. 
Con esto se termina el examen de todas las posibilidades. Está establecida la 
posibilidad de hacer un paso inductivo, 
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6.28. 1) — 4) No, no es cierto. En ol problema 4) зо puedo tomar f (z, y) = 
=2=>y. 

6.29. Como 1731 = 1701=22"—*, Ш = 2л 229-0 (сов п>2 
922" y Mn 229—202 22" (сор п > 2), entonces ol conjunto 
Y no se contiene por entero en ninguna de las clases To, Ta, S, L, М. 

6.30. Una función idéntica no está contenida en ninguna base en P (véase 
el problema 1.18). Cualquiera de las demás funciones del álgebra lógica de un 
lugar y de cero lugares no pertenece a alguna clase precompleta en Pz. Al mismo 
tiempo el sistema hereditario de cualquier tal función es un conjunto vacío, 
lo que quiere decir quo se contione en cada clase precompleta (en P,). Sea ahora 
1 С") alguna función do cierta baso simple Y у п > 2 (todas las variables son 
sustanciales). En virtud de la definición de base simple, el sistema € = 
= (UN (1) U N 0) no es completo en Pz. о sea que se contiene por entero 
aunque sea еп una clase precompleta К. Si tuviese lugar el que f € К, entonces 
el sistema Y (E E (7)) no sería completo. 

63.017 2) 0, 4 гу, 2Vp bula mí y г), miz y D, 
min ӯ, 0, т (7, 0, 1). 3) 2, «Фу, т Өн Ө1, ху, тур т-у, т-у, :0 
Фр 2, т (=, у, 2), т(х, у, з). 4) =Фу, TY ту, х\/у, а-> у, = Y 
фи aln 101070105 т(=, у, г), т(т, у, 2) mía 7,2, т (2, уз). 
AL resolver los problemas 2)—4) es útil emplear Jos resultados formulados 
оп los problemas 2.44, 2.20 y 3.12. 

6.33. 2) Tomando en cuenta los problemas 2.20, 3.12 y 5.38 deducimos que 
cualquier base simplo on P, consiste sólo do funciones sustancialmente dependien- 
tos de no más, que de tres variables, Examinemos primero las funciones que 
dependen sustancialmento de dos argumentos y no son shefierianas: x Ф y, 
жс y ж —® у, ж == y, ту, з V y. Aclararemos cuáles de ellas pueden ontrar еп 
una base de cuatro elementos en P, Vemos que х ФУТ US UM. 
206050 М, = ут, у 50у мут уфт USULU 
U М. Еп consecuencia todas estas funciones no sirven para nuestros finos. 
Supongamos que hay una base simplo de cuatro elementos que contiene ту. 
Сото гу € (To N 7, MMINIZ U 8), entonces las otras tres funciones en la 
base tienen quo ser así: /, Є (Ту П M)N Ту, fa € (To П MINT Y fa Є (To N TDN 
NM. Es ovidente que f; == f, /; == 0. Si fueso fa € 2, entonces ol sistema ff, Jz, 
fo) soria completo. En consecuencia, fa € L, lo que quiere decir que fs = z Фу O 
Ф =. El caso con la función z V y se estudia en forma análoga. Ahora aclurare- 
s qué funciones no lineales, sustancialmente dependientes de tros argumon- 
tos, pueden contenerse en una base simple de cuatro elementos, Si f (z, y, 2) 6 
€ L U S, entonces identificando en / las variables so puede obtener una función 
no autodual quo dependo sustancialmonte de dos argumentos (véase el proble- 
ma 2.20). Pero entonces / (z, y, 2) no puode entrar en una base simple do cuatro 
elementos (véanse las posibilidades estudiadas antoriormente con funciones 
depondientes de dos argumentos). Queda por considerar ol caso en el que 
f( y 2) € SNL. Si [€ To N Ту y eso quiere decir que f € M, entonces con 
cualquier función g € 5 el sistema (7, є) es completo еп Ру. Por eso supondremos 
que f € To N 7,. Si f @ М entonces (con una exactitud hasta la redenominación 
de las variables) / = т (z, y, 2); pero si f € M, entonces f = т (z, y, 2). En 
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cl primer subcaso f € (To П 7, MSIMA(L U M), y en consecuencia, en la res- 
poetiva base simple de cuatro elementos (si olla existo), las Lros funciones restan- 
tes tienen que satisfacer las condiciones f, € (Тү П S)N To, fe € (To N SNT: 
Y fa € (To П TÒNS. Sin embargo, (Ту П 5)“ = (Т, N SINT: == Ø, о sea 
que no existe ni una función fy, ni una función 7, con las propiedades indicadas. 
Así que el primer subcaso es imposible. En el segundo subcaso / € (70 N 74 N 
NS П Муз. En consecuencia, las otras tres funciones on la base tienon que 
ser linoalos (pues de otra forma se podría eliminar la función f do la baso). Las 
funciones lineales que dependen sustancialmente de un número par de variables 
y son diferentes de constantes no pueden pertenecer a una base tal, puesto que 
cada tal función no se contiene, o bien en el conjunto 7 U S U М, o bien en 
el conjunto 7, U S U M. Una función lineal que depende sustancialmente de 
un número impar de variables, puedo pertenecer a una base así solamente en el 
caso de que ella conserve el 0 y el 1. Eso quiere decir que eso puede ser solamente 
la función z Ф y Ф z. Y quedan además Jas constantes. 


Capítulo Ш 
st 


1.3. Do k — 1 hay que erestar» (mediante la función += y) Ja función 
+ 2 un númoro determinado de veces, 

1.4. Si, y sólo si, œ y k son primos entre sí. 

1.5. Si k = 2m > 4, entonces se puede tomar y = m — 1. Con k = 2m -+ 
+ 1 > 3 oxaminar la función 1 = 2z. 

1.7. Con k = 4, 6, 8, 9, 10 el número de diferentes funciones del upo 
exigido os respectivamente igual a 3, 2, 5, 3, 4. 

1.8, Соп k e 3, 4, 6, 12. Primero comparar los valoros de estas funciones 
con z = 2. 

1.9, Tenemos: la función Л (2) +... + Л. (2) (œ — 1 sumandos) 
es igual а у (2); (a (к — 1—1), 0< 1 <k— 2. Si ga) E Р” 
entonces g (z) = (0+ (2) + е (0) oH Е 0 0а (ху 
(aquí 1-4, (a) = у, 9..4 ja (2) — 2 sumandos). 

1.14. 2) La función 1 == æ = ja (z) no es presentable con un polinomio рог 
módulo k, si k es compuesto. 4) (máx (=, y), т + 1) es un sistema completo para 
cualquier №. En consecuencia, si la función máx (=, y) fueso presentable con 
un polinomio por módulo к con un k compuesto, entonces el sistema de polino- 
mios sería completo para todos los k > 8. 

1.16. 1) Es no representable. 2) Es no representable, 3) Es representablo. 

1.18, O bien a, = 0, o bien ay %0 y a #0. 

1.20. 2) No, es injusta. Ejemplo: / (ту, 2) = 3212, + 1, k = б. 

1.22. 2) Si g (z) € Pa y toma su valor solamente del conjunto (0, 2), enton- 
ces so Ja puedo representar on forma do suma (por mód 4) de las funciones 2/ (=) 
escogidas de manera correspondiente. Si g (Z) = (1, 3), entonces la función 
h (т) = g (z) + 1 toma su valor del conjunto (0, 2). 

1.24. Al hacer la cuenta es útil considerar que 222 = 221 = 2л y 32 = 
= 22 2%. Respuesta: 64. 
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1.26, O bien ò = 0 y а = 0, 1, 2, 3, 4, 5, o bien b = 2 y a = 2, 5, о bien 
a=14,4 

1.29. 3) а) Si k=2m+ 1>3, entonces la función f es autodual sola- 
mente соп а = 2m. Si k = 2m > 4, hay dos posibilidades: a = 2m — 1 y 
а= т 4. 

1.30. Si la función f (2) de P es autodual con relación a la sustitución 
cíclica s (т), entonces ella se define unívocamente con su subfunción } (0, т... 

o A 
dividir do una manera especial en k”/r subconjuntos no intersecados, Al hacer 
esto, en cada wno de los subconjuntos de partición existe una colección Ж = 
= (01, - => Un) que satisface la condición: cualquiera que sea la colección ђ = 
= ($o Pn) diferente de la colección а y perteneciente al subconjunto de 
partición examinado, habrá tal ¿(1 < i <r — 1), quo st (aj) = $p j = Iyn 
La función f (2), autodual con relación a la sustitución s (z), se determina uní- 
vocamente con la exprosión de f en una colección eseleccionada» & de cada sub- 
conjunto de partición. 


$2 


2.2.3) M4. 4) ттт" > 0, 1 m=161 0—0). 

2.3. 4) Si D es una partición no trivial del conjunto Ey, entonces 1 < з < k. 
En consecuencia, se encontrará tal subconjunto 8; con no menos de dos ele- 
mentos, y adomás cierto subconjunto €y distinto de 8. Sean bı, da algunos 
elementos de 6, y e, cierto elemento de $). Entonces la función g (2), que es 
igual a c para z = b, e igual a b; si z е by, no pertenece a la clase U (D), puesto 
que dy ~ 6, (mód D), спо ев equivalente a b (por el mód D) y g (6) = c, g (b:)= 
= by. 4) Sea (i, .. ., fn) una colección de números del conjunto (1, 2, . . ., 5). 
En total hay s" colecciones así. Las ordenamos lexicográficamente у las reonu- 
meramos inscribiendo los números del 1 al г", La colección (1, 1, . ., 1, 1) tendrá 
el múmoro 4; la colección (1, 1, . ; ., 1, 2), el número 2; la colección (1, 1,. . ., 2, 1) 
el número з + 1, etc. Si la colección (i, . . -, in) tieno ol número m, entonces el 
ойлого 161, I+- -°l E, | lo designaremos por dy. El número de funciones 


, 84) 
16, 1%, donde т==г" y la suma 


en ol conjunto Р, (X”) que conservan la partición D = (8,, €z, 

esiguala У 18y 118i. 
Grs eese Àr) 

ве hace por todas las colecciones posibles de longitud ғ" que estén formadas con 

números pertenecientes al conjunto (1, 2,..., з). 

2.4. 2) Designemos el conjunto $ por 8,, el ExN8 por Sa, y como en 
el problema 2.3, 4), dm indicará el número |}... 18171, donde (ti, ..- 
+. n) es una colección de longitud п formada por números pertenecientes, 
al conjunto (1, 2) y т es el número de la colección en una ordenación 
lexicográfica. El número de funciones de Р. (Хт) que se contienen en el 


20 


conjunto U(DIXT (6) es igual a 
Y aep 


$ 
dad 


4 
ам”, 


donde r= 2%, y la suma se toma еп las colecciones de longitud 2" que están 
dormadas por números pertenecientes al conjunto (1, 2) y que tienen ol primer 
componente igual a 2. La fórmula indicada es válida para п> 1. Si n = 0, 
entonces en el conjunto U (MN Т (6) entrarán todas aquellas constantes que 
по so contienen en la clase Т (5), o sca quo en este caso el número de funciones 
es igual a | LAN 1. 

2.5. 3) Esos sólo son los predicados de wn lugar del tipo z + 1 (i = 
‚®—1). 

2.6. 3) Emplear el lema básico sobre las funciones sustanciales (véase el 
lema 7 en [10] en la pág. 46) y mostrar quo con 2 < s < k — 1 la clase 7 (Ø, 1) 
está formada por todas las funciones sustancialmente dependientes de no más 
que de una variable y de todas las funciones que toman no más de s valores dife- 
rentes. 

2.7. 2) 2-(k — 3)1. 2.10. Examinar, por ejemplo, la función s (z) = z + 
A do (a) — з (2) con k = 3. 2.12. 1) b) Л, (а) E M (PNM (ру). d) = + jo (2) + 
+ Ji (0 Є M (PNM (р), 0) z> y E M (PNM (ру). 2.18. 1) 7 ((0, k — 1)). 
2) U((0, 1), (2,.... k— 1)). 5) 7 ({1, 3). 

2.14. 2) Соп k > 4 ве puede examinar la partición D = {0, 1) U {2, 
sse k — 3) U (k — 2, k — 1). Con k = З no se puede encontrar una partición 
adecuada, 3) Para todo & > З es suficiente limitarse a una clase del tipo M (р). 

2.15. 1) Se puode. 2) Se puedo. 5) No se puede; es suficiente examinar el 
caso en que k = 3. 

2.17. La demostración se hace análogamente a la do la segunda parto do la 
afirmación formulada en el problema 11.1.13. 

2.20. No, no es cierto, Se puede examinar, por ejemplo, la clase [/, (=) +]; (4) 
on Py 

2.21. No, го es cierto, Es suficiente tomar en Р, la claso cerrada engendrada 
por la función 2%2, 

2.23. Establocemos alguna correspondencia biunívoca entre todos los nú- 
meros racionales del segmento [0, t] y el conjunto de las funciones (fa, Ўз, .. + 
+ + ss Jm» + + +}, Tomemos un número real arbitrario y € (0, 1) y designemos рог 
€, el subconjunto de todas aquellas funciones до {/;, f; Ím» + - -) quo, con 
la correspondencia indicada anteriormente, responden a todos los números natu- 
rales menores que y. Con y, < ya tonemos Cy, = Cyg (jla inclusión es rigurosa). 
Sea By = [C,]. Es ovidente quo By, <= By, con y; < ya (la inclusión es rigu- 
тоза), 


„4... 
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3.1. 1) Tal sistema es el conjunto {jy (2), z+ y) (véase el problema 1.9 y 
empléese el criterio de Slupetsky). 

3.2. 4) Se puede extraer la función 0, k — 1, Јо (2) у Лк (4). 


т 


3.5. 3) Sea k пп número primo no menor de 3. Como z? = z, entonces 
+ 2—24 2 = 4 4- =. A continuación tenemos 1 z— (z+ 1)+ = Х 
X (z+ 0 2)... (24 k — 0) = 0, lo que quiere decir que también se 
puede construir cualquiera de los constantes 1, 2, . . ., k — 1. Después hacemos 
n= .. тр = 1, 34 = 7 y 2 = y. Entonces 1 + 2—14 ay... 
... i= z+ zy = z({y+ 1). Suponiendo aquí y = z+ k— 1, obtenemos 
ol producto zz. Queda por construir la suma de dos sumandos, Tomamos х= 
= k — 1,23 = тула... = лу = 0. Tenemos 1 + (k — 1) — z + (k — 1)» 
+х.+0 = —а. Después, suponemos тү = 7+ k — 1, z, = n= 
= () y vblonemos la suma 1 + {z+ k— 1) + y + (r+ k — 1) (~u) 0=xu+ у. 

в. 2) «-=(т y) = mín (z, y); ~z = (k — 1) >z; máx (a y) = 
= min (а, wy) Ml DA 0 1 (6 — 1 sumandos); en 
consecuencia llegamos а un sistema que a ciencia cierta es completo {r+ 4, 
máx (х, y). 6) 2=2=01=0=1 A =k—4 (k 0) x= а 
2 (x + y) = mín (z, y); mín (~z, ~y) = máx (z, y); con ayuda de k — 1, 
4 y z — y, obtenemos las constantes k — 2, k — 3,..., 2; (Е 1) = 2) > 
>а) —...-® а) = Jp (2) (aqui x se resta k — 1 voces); Jo (х) = Л X 
ж (мају Jna (2) = Jo (k 2) > 2) da ld Jna (а) = Jo (A — 3) + 
= ar) = Jo ((k — 2) — а), eto. Así que so pueden construir todas Jas funciones 
dol sistema do Rosser—Turquette. el 

3.7. 3) Es evidente que la función q (z, у) = т} (W) + 
los # valores de Ер. Tenemos q (т, л) = Jo (2), lo (a (29) = 1 — Jo (2), Qh (з), 
1 — jo (2) = 1 + Jo (т), Jo (i Јо 090) = O, (0, т) = z + Jo (2), Ф (ж, 0) = 
24 ра (2), =+ уе (2)) = Z+ fa (2) — А (2). Según el teorema de S. Pi- 
card el sistema {z- jo (2), z+ 1, z+ je (2) — j1 (29) es completo en Pi, 
Además hay quo emplear el criterio de Slupetsky. 

. 1) Con k = 2m > 401 sistema no es completo. Con k = 2m + 1 > 3 
el sistema es completo, 2) El sistoma no es completo. 3) El sistema no es com- 
ploto. 6) El sistema no es comploto. 

3.9. 1) La plenitud (en 5) del sistema dado se puedo demostrar de la mane- 
ra siguiente: con inducción рог i (t > 1) establecemos que cualquier función g 
de 5, que satisface la condición: g (2) w z con т > i, se genera con las funcio- 
пев del conjunto (ox (2), Aos (2), «+.» А, (9). Entonces haciendo 2 = k—1 
obtenemos lo exigido. El paso inductivo se realiza de la siguiente manera. Sea 
g (2) = z, conz>ip1iyg+D=) (= +4 (aquí 144 y 
0 < 1 < i). Tomamos la función А (z), que coincide con g (z) en todos los puntos 
excepto en z = Ly x= ¡+ 4, y con estos dos valores del argumento de la fun- 
ción h es: h (0 =] y h (t+ 1) = 1+ 1. Es evidente que la función h (z) ya 
está construida (por presupuesto de la inducción). No es difícil convencerse de 
que g (т) = h (houso (ho: (touan (29). 2) y 3) Reducir estos sistemas а un 
sistema del probloma anterior. 

3.10. Como so deduce del problema 3.9, 1) el sistoma dado genera el con- 
junto Sp. Empleando la función = 4 Je (z) no será difícil construir cualquier 
función que saca exactamente un valor (de E). Después de esto, suponiendo que 
se tienen todas las funciones que sacan по más de í valores (1 < i < k — 2) 
hay que mostrar cómo зе puede construir una función arbitraria de Ру que saca 


¿+ A valores. Sea g (2) una función arbitraria quo saca sólo un valor. Entonces 


=r m 


Yo (а) toma todos 
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existen exactamente dos valores del argumento, e, y e; en los que los valores de 
Ja función g (2) son iguales, o sea, que g (e) = g (е). Los elémentos del conjunto 
Его, е) se designan рог es, es, .. -, еру. Tomemos dos funciónes g, (т) 
y в, (2) del conjunto Sh : g, (e) = r, r = 0,1,...,Е — 1; ga (8) = g (es), 5 = 
=f, 2,. a k — 1, y ga (0) = e € Eng (Ез). Designomos la función z + jo (а) 
Por ho (2). Tenemos g (т) = g, (ha (g, (т))). Tomemos ahora la función arbitraria 
£ (z) que saca i+ 1 valores (1 < 1 <k — 2). Sea es uno de estos valores. 
Supongamos que &' (5) = g' (b,). Examinemos la función f, (т) que coincido 
соп g' (=) en todos los puntos menos en z = By, y que f, (04) = ez. Es ovidente 
que la función / (2) ya la tenemos construida (por presupuesto de la inducción). 
Sean as, . . ., аз todos los diferentes valores que toma la función g' (z) (aquí 
s= k — i —1 >), y EnX (а... aa) = {в е, ..., es). Tomemos la fune 
ción fa (2) que tieno la siguionte form: 


а, 
һ®={ „фу, 
Se ve fácilmente que la función }, (z) saca sólo un valor, lo que quiere docír 
que sabemos construirla. Tenomos g’ (т) = fa (fı (2)). 
3.14. 1) s (2) = ~z. 2) s (2) ==z.)s()=2—1. 
15. Esta afirmación contradice a quo on Ру el número de clases precom- 


pletas no es mayor quo 2** (véanse los problomas 2.17 y 3.14). 

3,10. f(z, Ш) = y — a+ гу — 13 — 2 — у — 1 оз una función de 
Shefler.y 7 (æ, y) + z€ T ({1)). Para la demostración do quo [/ (2, y)] = Pa 
es suficiento construir tres funciones: z- 1, z+ jo (2) y 2+ fo (2) — jy (2) 
y emplear fos teoremas de S. Picard y E. Slupotsky. Sea ọ (z) = / (2, т), enton- 
cos pG) = 24 1, mt 2) =2+ plo Е (9), Е) = 
= at — j (a), g (4% — ja (2) m 1 f (e 1) = r Јо (9) А (9. 

3.18. Con ninguno do los valores k > 3. 

3.22. Este conjunto no es más que numerable. Al mismo tiempo existe 
un conjunto numerablo-infinito (К,) de clases cerradas, cada una de las cuales 
contiene un número finito de funciones no congruentes de par оп par: К, = 
= [fn (2i а, э ан) л = 2, 8,.. -y donde fa (а, Zar + +21 г) = Ji (21) X 
X }а()/«(®)... Ja (En) 

3.24. Tal clase es, por ojemplo, la clase К 
Ín (Eas Zas + эт}, + -Jy dondo fn (ать. 


si z $ ej 


z= 


la (а Ta), fa (т, Zas 20), + 
adj (а) da (2a) Ja (аз). 


» da (En). 

3.25. 1) В = {k — 1, jo (3), ж = y). Realmonte [B] > (0, 1. k-2, 
0—4), ina (a) = jo бЕ—1)-= ш), jaca (т) = jo (e — 2) 2) — jp 1 (ш), 
Ја (2) = jo ((e — 3) — z) — fo (e — 2) = z), ... Continuando, cualquier 
función g (2) de Pg se puede construir de la forma siguiente, Primero construi- 
mos la función go (т) == (e — 1) =} (2) > je (2) =... = jo (99) dondo 
lo (2) so resta de k — 1 un número de veces т tal, quo go (0) = g (0), o sea, 
To= k — t — g (0). Después, de go (=) restamos rı = k — 1 — g (1) veces 
la función j; (2), ote. En particular se pudde construir т. Para la demostración 
de la plenitud del sistema B queda recordar que mín (z, y) = z > (z > y), 
máx (z, у) = ~ mín (~z, ~y) y que el sistema (2, máx (z, y)} es completo 
en Ph. Continuando, es evidento que no во puodo oxtraor la función = = y do В 
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puesto que entonces se quedarán sólo las funciones que dependen sustancial- 
mente de no más que de una variable). Observaremos además quo (jo (2), = = 0) 
© T((0, 1), y (e — f, z =y) c T ({0, k — 1). 3) {е а, mín (2, y), 2+ y) 
Es bueno tener en cuenta quo {~ т, mín (z, y)) С Т ((0,k — 1), {~ z 0) С 
EL y mín (z, y), 24 y) = T {{0)). 5) {o (2), z- 1°). Aquí conviene tener 
en cuenta que Jo (jo (2)) + (Је (2)? = 1, y que z+ y* se puede emplear para 
la construcción de todas las funciones de un lugar (mediante Jo (2), jı (2), ++. 

.. к.а (2)) cosi de la misma manera que se empleó la función z+ y en el 
problema 1.9. 
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1.1. So deduco del cálculo de los pares del tipo (v, z), donde v € V, z € X 
v y z son incidentes. 

1.2. 2) Ninguno. 1.3. La inducción por el múmoro de aristas. 

1.5. 1) Sea O (v) el conjunto de vértices adyacentes a v y O” (0) = (0) U 
U O (v). Según la condición: | O’ (0) 1 > (n + 4)/2 y 1 VO (0) |< (н — 1/2. 
De osto se deduce que cada vértice de VNO’ (0) es contigua a cierto vértice de 
0'(v), en consocuencia, el grafo es conexo. 2) Con un n par no se puede. Соп un 
n impar ве puede] Р 

1.10. Sean [v, ul, |w, 2) dos cadenas de longitud máximo, que no tienen 
vórticos comunes еп С. El grafo G es conexo. En consecuencia, existo la cadena 
Z que uno, por ejemplo, los vértices v y w. Sea », el último vértice de lo cadena 
lv, ul que во oncuentra en el camino de v a w a lo largo de la cadena Z, y w, el 
primor vértico de la cadena [w, t} que se encuentra por este camino después de 
vy. El vértice о do la cadena [v, ш] la divide en dos partes: [v, у] y [гүш]. Suponga- 
mos que la cadena [v, г] no sea más corta que [о,, ш]. Análogamente el vértice 
w, divide la cadena (10, £] en dos partes. Supongamos que [w, ил] no sca más corto 
que fw, 2). Entonces la cadena [v, v; wy, w} será más larga que cada una de los 
cadenas (o, u] y [ш, t). Es una contradicción. 

1.18. INDICACION. Examinar el complemento de los grafos б y 17. 1.20: 2р. 
1.22. Seis. + 

4,24. 1) Sean v, u, w tres vórtices del mismo агайо de cierto grafo б de Rp, 
Supongamos que v y ш son adyacentes y v y w no lo son. Para los vértices u y w 
es válida aunque вов una de las inclusiones: О (u) © O (w) o O (w) СО (u). 
Do esto y de la igualdad | O (u) | = 10 (w) 1 se deduce que O (и) = O (w) 
y, en consecuencia, v € O (w). Veamos ahora el par v y w. Según lo demostrado, 
vy ш son adyacentes. Pero la inclusión O” (2) © O” (w) no tione lugar, puesto 
que иЄ 0' (9.0 (w). Tampoco es válido que O” (w) = 0' (1), puesto que 
10' (w) | = 10" (v] 1. Obtenemos una contradicción. 

1.26. 1) El número de aristas del grafo G es igual a la suma de los números 
de aristas de los grafos H: dividida por n — 1. 2) Se deduce de 1). 1.28. Dos. 

1.34, 1) Existe. 2) No existe. 1.35. Es cierto. 1.39, 2) No es cierto. 
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2.5. Sea G un grafo plano doblemente conexo con no menos de dos caras 
internas. Si existe una cara interna separada do la cara externa por una cadena 
única simple, entonces extrayendo esta ¡cadena зе obtiene un grafo biconexo 
(demostrar esta afirmación). Supongamos que no existe una cara así. Entonces, 
toda cara interior que tiene una cadena común con la cara exterior además tione 
con ella aunque sea un vértice común que no se encuentra en esa cadena. Mostre- 
mos que este caso ев imposible, Numeraremos todas Jas caras interiores. Marca- 
romos con el índice t los trozos conexos de frontera de Jas caras exteriores que 
pertenecen al mismo tiempo a las caras interiores quo tienen número і. Entonces 
habrá tales índices 1, j que se encontrarán al rodear las fronteras do las caras 
exteriores en el orden de і, j, 1, j. Designaremos los trozos de frontera respectivos 
por Ги, Гу, Pig, Гуа. Seleccionamos en cada uno de los trozos un punto del 
plano: а, bi, аз, bz. Entonces se pueden unir los puntos а, y а, соп una curva, 
todos los puntos. de la cual, excluyendo а; y аз, son puntos intoriores de la cara 
con el número 4, гу los puntos b, у 5, se pueden unir con una curva, cuya parte 
interior se encuentra en la cara con el número t. Las curvas so intersecan оп 
cierto punto d que азі resulta punto interior de dos caras diferentes. На rosultado 
una contradicción. 

2.9. Sean G un grafo planar biconexo, y б” su realización plana. Sean ade- 
más, n, el múmoro de vértices; m, el número de aristas; r, el número de caras 
del grafo С' (incluyendo también la exterior). En virtud del problema 2.0 tenc- 
mos r = т — n + 2. El número de pares dol tipo (v, z) donde v es e] vórtico 
incidente a la arista т, es igual а 2m. Por otra parte, este número es igual a la 
эрта do los grados de los vértices del grafo. Como cada grado, por el onunciado, 
eg no menor que seis, entonces 2m > бп, о sea, m > Зп. La frontera de cada 
cara tiene no menos de tres aristas y cada arista pertenece a la frontera de no 
más де dos caras. De ahi quo 3r < 2m. No es dijácil convoncerse de que el siste- 
ma re=m—n-+2, т Зп, 3r<2m es incompatible. 

2.14. Suponemos que el grafo Ку os planar. Sea К; su realización plana, 
Entonces el número г de caras del grupo К; es igual а у = m — л + 2, donde 
т es el número de aristas y п, el número de vértices, En forma análoga a) problo- 
ma 2.9, tenemos 3r < 2m. De aquí que m < 3n — б. Pero m = 10 y n = 5, 
Se obtuvo una contradicción. Al demostrar la no planicidad del grafo Куу, 
observar que cada uno de sus cielos contiene no monos de cuatro aristas y, supo- 
viendo que Ks,s es planar, utilizar 2.14, 

2.22. Cada vértice de un grafo soxticonexo tiene un grado no menor do 6 
(véase 2.9). 

2.27. 3) 1(B8%)=2, x (B^) = п. 

2.28. Dos. 

2.45. 1) Soa т (m) el пішого de encubrimientos sin salida do una cadena 
de longitud m. Entonces т (т) = т(т — 2) -+ t(m— 3), q (1) = t (2) = 
= т (3). Véase en el párrafo 3 del capítulo VIII la resolución de relaciones recu- 
rrentes de este tipo. 

2.49, 1) Y, (G) es igual al número medio de vértices no contiguos a los 
vértices del subconjunto VS У de potencia А. En consecuencia, existe tal 
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subconjunto Uy, | Uo | = k, que v (Us) < 7, (G). Si W es el conjunto de vérti- 
ces no adyacentes a los vértices de Ug, entonces W_U 17, ез el encubrimiento do 
Тов vértices do una potencia que no supera а k -+ V, (G). 2) Sea e (v, u) = 1, si 
los vértices v y u no son adyacentes, y e (v, u) = 0, si v y u lo son. Sea 5, (t) 
el múmoro de subconjuntos О С У compuestos de А vértices, ninguno de los 
cuales es adyacente a v, y d (v) es el grado del vértice р. Entonces 


У эш Y еә 


UCV, шк USV, vir "eV 
-En0-3 (926) ли"), 
Е а 
do lo que 
173-4 
aos (1-е 
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3.2. So puede hacer la demostración con inducción por el número de vérti- 
cos del orgrafo. En el paso inductivo será útil extraer del orgrafo uno do los 
vértices: vy озу. 

3.5. Emplear Ja inducción por ol número k. 

3.8. La afirmación se puede demostrar con inducción por el número do 
vértices on el torneo. 

3.10. La desigualdad es ovidente con n = f. Sea válida para tales п, que 
1 < л < т. Examinemos ol torneo 7 con т + 1 vértices, Como en todo torneo 
con т + 1 vértices hay exactamente СЁ, +1 arcos, entonces se podrá encontrór 
un vértico v con un semigrado do salida >[(m + 1)/2]. Extrayendo do Т el 
vértico va obtenemos cl torneo 7” que tiene m vértices y contiene el conjunto 5 
formado de no menos que de / (m) arcos concordados. Los arcos que salen de ve 
y los arcos que pertenecen а 5 están concordados. Aprovechando la suposición 
inductiva, tenomos 


ls 


3.12. Cualquier grupo de orden par contiene aunque sea un elemento inverso 
a sí mismo y diferente del elemento unitario del grupo. Si el grupo del torneo Т 
fuese par, entonces en él se podría encontrar un elemento a. que satisfacioso la 
propiedad indicada anteriormente. Como « no es elemento unitario, entonces 
existen dos vértices v; y vz tales que æ (v) = г; y æ (г) = vı. Supongamos que 
T contiene el arco (vy, о}. Entonces el arco (а (21), œ (0,)) también tendría que 
pertonccer a Т. Hemos obtenido una contradicción. 

3.15. La demostración so puede hacer con inducción por el número de com- 
ponentes fuertes del torneo. Si en la condensación hay bien sólo un vértice, 
о bien dos vértices, entonces, ella es un orgrafo transitivo, por definición. 
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3.19. Emplear la inducción por el número de vértices en el orgrafo. En ol 
paso inductivo hay que extraer uno de los vértices con semigrado nulo de salida, 
estableciendo do antemano la existencia de tal vértice en cl orgrafo dado. 

3.21. La demostración so puedo realizar con inducción por el número do 
vértices del orgrafo. 

3.25, Emplear la inducción por la longitud del contorno. 

3.29. La demostración se puede hacer con inducción por el orden del de= 
terminante. 
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4.2. Partiendo de un vértice arbitrario del árbol, construiremos una cadena 
añadiéndole en cada paso un vértice nuevo hasta que eso sea posible. En el mo- 
mento cuando ya no se puede hacer eso, los vértices finales de la cadena resulta- 
rán vértices colgantes del árbol. El proceso de construcción de la cadena so 
interrumpe a causa de que el conjunto de los vértices es finito y de la falta de 
ciclos en el árbol. 

4.4. 1) Según el probloma 1.26 por el sistema F (0) so puedo restablecer 
el número de aristas del grafo G y su conexida 

4.9. Se puedo hacer la inducción por la dimensión del radio del árbol. 

4.12. La potencia es continual. 4.14. 2. 4.23. Hacer Ја domostración con 
Inducción por la longitud dol vector, 4.28. Es ciorto. 4.30. Es cierto, 4.31. Ha- 
blando en general, no es cierto. 4.32, Hablando en general, no es cierto. 4.33. 
ne i 

4.34. Una red no descomponiblo no tione aristas paralelas y no es p-des- 


componible, De aquí que m< (7) — 1. En una red no descomponiblo cada 
2 


vértico interior tiene un grado no inferior a 3, y los polos, un grado no inferior 
a 2, con n > 2. 

4.40. 1) a), b), c). Se puede. 3) a), b). No so puede. 4.43. Examinar TẸ, 
т > 3. 4.52. Мо es cierto. 
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m a 
вз. 026.9 (22). 5.3. 2) Emplear la fórmula sdo inclusiones y ox- 


clusiones». 5.5. 1) Emplear el que еп un grafo conexo, m<(3) у m> 
>n—1. 2) En un grafo conexo con m aristas hay no más do m-+1 vértices. 
El número de pares de vértices no iguales es no más do (79 .‚ Се aquí 
(Т) 
кош<\* 2 
9 = 


5.6. Observar quo el número de vértices en el grafo по es mayor que 2m. 
Luogo es análogo al problema 5.5, 2). 


). A continuación se emplea la fórmula de Stirling. 
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5.7. Véanse 5.5, 2) y 5.6. 

5.9. 1) El código de un árbol con m aristas es un vector binario de longitud 
2т con т coordenadas unitarias. 2) Véase 4.24. 

5,10. Emplear 5.4 y la fórmula de Stirling. 5.14. Véanse VIII. 3.18 y 
У.3.19. 

5.16. La red Г (а, b) que tieno las propiedades I y 11 es ol resultado do la 
sustitución de Jas aristas do Ја rod Гр, # = T, m} 1 en lugar do las redes del 
tipo Tá_, (а, Б). El número do estas redes es igual al número de arroglos de m 
objetos en n — 1 cajones de tal manera que ninguno de los cajones en ningún 
ті 
n—1)* 


arroglo ве encuentre vacío, y es igual a l$ 


. 5.47. 2) Uulizar el probloma 5.14. 

5.19. Si el grafo no cs conexo, entonces se puede dividir 0] conjunto de sus 
vórticos en dos fracciones tales, que no existen aristas que unen vértices de 
diferentes partes. Una de las fracciones tiene un número de vértices que se com- 
prende entre los límites de 1 y {л/2]. Un grafo con los vértices numerados so 
define por completo con la elección do las aristas. El número do aristas que no 
во permite ologir es igual a А (n — К), dondo k es ol númoro de vórtices en una 
de las partos. 

5.22. Todo subgrafo dol cubo В" se determina por completo dando un con~ 
junto de vértices. El conjunto do vértices do un subgrafo conexo se determina 
dando su soporte (un árbol que contiene todos los vértices). Pura prosentar un 
árbol que sea subgraío del cubo Вэ se puede elegir algún vértice del cubo, per- 
teneciento a un árbol (hay no más de 2% maneras). Para dar un árbol con К 
vértices no hay más de 44-1 procedimientos. Para cada arista del árbol so puedo 
indicar su dirección como arista dol cubo В" de no más que de n maneras, De 
esto ве deduco la ovaluación 


(07 


-nne ) ‚ 529. (970, 


(E) 


5.31. Sea б (л) la parte de aquellos grafos que tienon р (G) > 1. En virtud 


de la desigualdad (t) tenemos que ô (п) < р (т) — 0 соп п — оо. Do esto so 
deduce el resultado. 


5.32. 2) Z(E (Kao). ls las los las t) = gr UEH td (AH Shtat 20). 

5.33. 1) Tomemos una pormutación arbitraria аз, äs, y а„ de números 
del conjunto (1, 2, . . ., n} y coloquemos en ella paréntesis do tal manera que 
resulte una sustitución con estructura cíclica (7) = (з, jar - + <. Jn); en este caso 
primero so dispondrán jı ciclos de longitud 1, después ją ciclos de longitud 2, 
etc. (o sea quo la sustitución tendrá la forma siguiento: (а) (а)... (4,) X 
X (арла, +2) « - -). Supongamos ahora que de dos permutaciones diferentes 
de los elementos del conjunto (1, 2, + . ., n) se han construido de la manera indi- 
cada anteriormento dos sustituciones лү у лу con una estructura cíclica (3). 
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So plantea la pregunta: ¿cuándo лу coincidirá con л,? La coincidencia puede 

tener lugar por dos causas: (1) en las sustituciones л, y л, hay ciclos iguales que 

so encuentran en diferentes lugares; (2) cielos, que aunque son iguales (como 

los ciclos de sustitución) pero con la construcción indicada anteriormente ellos 

comienzan con diferentes elementos (рог ejemplo (123) y (231). La primer causa 

leva la repetición de la misma sustitución [] ja! veces, yla segunda, a la repe= 
= 


tición || 47% veces; adomás, estas causas actúan independientemente uno del 
кез 


otro. 4) La demostración se puedo hacer con inducción рог п, empleando las 
relaciones de los puntos 1) y 2) de este problema. 

5.34. Es útil emplear el siguionte hecho evidente: el ciclo es una sustitu- 
ción par si, y sólo si, su longitud es impar. 

5.36. Se deduco del teorema onumeracionable de Pol: 

5.37. Interpretar do una manera adecuada los coeficientos del binomio 
1 + = y emplear el teorema enumeracionable de Polya. 

5.40. A cada grafo cotejarle una colección de grafos conexos, que sea colec- 
ción de todos sus componentes de conexión. Después emplear el teorema епшпо- 
racionablo de Polya. 

5.42. Todo torneo se define unívocamento con su condensación (con los 
vértices numerados) y colección de componentes fuertes. La numeración de los 
vértices hace falta solamente para cotejarlos con los respoctivos componentes 
fuertes del torneo. 
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6.3. Catorco. 6.4. Véase 0.2. 6.6. Se deduce de quo cualquier función f (27) 
tiene una f.n.d. de complejidad no mayor que п2^-\. 6.16. Véase 6.15. 

6.20. So deduco de que la complejidad del esquema dual al dado, es igual 
a la complejidad del esquema incial, y de 6.18. 

6.21. Si un esquema contieno no más do siete contactos, se lo puedo dibujar 
еп un plano do tal manera, que siguo siendo plano después de añadir una arista 
entre lus polos. En consecuencia, existe un esquema dual а él. La sustitución 


en los últimos dos contactos del tipo z” por z° Пеха а un esquema que efectúa 
la negación de la función que se realiza en el esquema inicial, 

6.22. Escojamos un contacto arbitrario do un esquema sin repetición y 
que realiza la función booleana f, y exeminemos la cadena que posa por esto 
contacto. Los valores do las variables, diferentes de aquellas que entran en la 
cadena elegida, so pueden fijar de tal manera, que todos los contactos quo no 
entran en la cadena resultarán desconectados. El esquema obtenido realiza la 
c.e. dependiento de la variable elegida, De este modo, resulta que cierto compo- 
nento de la función f, y en consecuencia la propia función f, depende sustancial- 
mente de la variablo clegida. 

6.25. El esquema E representado on 1а fig. 24 tiene entre sus secciones los 
conjuntos (=, y), 47, ш), (е, г, р, 2) y (2, w, £, и}. Entonces, si existe un esquema 


279 


irrepotible E, que realiza la función f*, pues еп él habrá cadenas con las conduc- 
tibilidades zy, rio, zrvz, zwtu. Sin limitación de generalidad, se puede considerar 
quo el contacto z confluye al polo а de la red E,. Entonces a este polo también 
confluye el contacto r, o bien el contacto w. En el primer caso, en Y, no existe 
la red zrvz, y en el segundo, la red zwtu. 

6.26. No es cierto, Utilizar el que у (21, . + 
rosultado del probloma 6.25. 


а) = 19 (0 7) y Al 


Capítulo У 
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1.1. Sea р (v, ш) < 22 para ciertos v у w de С. Entonces Sẹ (v) N S} (w) ж 
++ Ø. En consecuencia, cualquier transformación y: В" => С tal, que 5р (u) © 
Sp”! (u) para todo u € C no os unívoca. 

1.2. 4) Hablando en general: по es cierto. 2) Es cierto. 3) Hablando en 
genoral, no es cierto. 

1.8. Los conjuntos Ca = {&Є С, Ia || cs par) y Сү = {@ € C, 151 es 
impar), son códigos que descubren un error. Aunque sea uno de ellos contieno 
no monos de la mitad de palabras do С. 

1.4. 1] Doscubro uno y corrige 0 errores. 2) Descubro л — 1 y corrige 
(л — 1)/2] errores. 

1.7. 2) 16. 1.8. 29-1, 1,9, 2. 1.12, No existe, 

1.13. Supongamos que para cierto n > 7 existe un (п, 3)-código densa- 

3 

mento empaquetado. Entonces, según el 1.14, para csta п el número У), (4) 
ез el exponento del dos, En consecuencia, para cierta А se cumplo la igualdad 
(а + 1) (n? — n — 6) = 3.2%. Entonces, o bien n-+ 1 es el exponente dol 
dos, o Меп n + 1 tiene la forma 3-27 para cierto r natural. Si n+ 1= 2", en- 
tonces п? — n + 6 = 3-2%-", Sustituyendo en la última igualdad n >= 27— 1, 
fenomos 27-3 ~ 3.2734 1 = 3-2%-"-3, Para г >3, el primer miembro us 
un número impar mayor quo 3 y en el segundo habrá, o bion un número par, 
o bien 3. El segundo caso se examina de manera análoga. 

1.14. Supongamos quo los vértices ¿=(%;, ..., ап), В = (Br +--> Bn), 
Ў= (ть -+e Yn) forman un (п, d)-código. Sin limitación de generalidad, 
@=б y р(@, $)=4. Pongamos que Ayy=(i:Bi=0, =t} о, TE(O, 1) 
Examinemos ol vértice 3 tal que &,=0 con ¿EA y $=1 con 14 An 
Tonemos p (Z, 8) =115 h =] 4o, U 410 U 400 [>] 401 U Ао] =p В. > @, 06, В) > 
21у >d pð, Y 216116. 

1.16. Sin limitación do generalidad consideramos que бє С. Para cada 
ZE Bip, existe, y además es único, un vértice PEC tal, que p(Z. Y < 4. 
Como el peso de cualquior palabra do código no nula es no menor que 
204-1, entonces YE Bj, y. Sea А (0) =(2: ZE BZ, 1.0 (% үў== 4}. Entonces, 


280 


mn А(= В; y para cualesquiera Yı, ya de Cf) B34pp tenemos 
Хєспївш+ї 
ADNA =D. 

1.17. La distancia do código do cualquier código equidistante que tieno 
una potencia mayor que 2, es par. 

1.20. 4) En cada una de las caras Вр+% !--,4 y ppt% 105.550 construi- 
mos los códigos Co y Сү de potencia т (n, d). Entonces Cp UC, es el (n-+d, d)- 
código de potencia 2m (n, d). 3) INDICACION. Si C es un (n, d)-código en B”, 
entonces рага cada сага (n-—1)-dimensional g, el conjunto СПЕ es un 
(n—1, d)-código. 

1.23, Sean n<2d, y C un (n, d)-código arbitrario de potencia m > 2. 
Compongamos la matriz M, cuyas filas son palabras en código, Sea R la 
suma do distancias de par en par entre los pares (no ordonados) de pala- 

n 


bras en código. Por una parte R > (5 ) d. Por otra parte R= $) hy (m— hi), 
а 


dondo Љ; ез el número de unidades en la ¿ésima columna de la matriz M. 
Como A(m—h)< ZÈ, ontoncos LD Gn, Do aquí que т< 
4, 2 Te ыш. 

24 
<a: 

1.25. 3) Sea C un (л, k, d)-código máximo. Entonces, el conjunto 
Суг (0: @є С, о =0} os un (п —1, k, d)- código. El número de paros de tipo 
(1, В). tales que 1<i<n, BEC: no supera n máx [O] тта, lo d). 
Por otra parte, cada vector @Є С genera n—k tales pares. Do aquí que 

(n—k) т (п, k, d) <nm(n—1, k, д). 

1.26. Supongamos que ZE B", Се 8" y Сы=(#: T=ZOb Fec) 
Entonces, si (C es jun (n, d)-código y pí%, Ё)< d, entonces CNC =9- 
Efectivamente, supongamos quo FEC, E Cy y #=8@Ё, ў'=тӨй. 
Entonces, р {ў, ў=р(@@ӘТ, зеет olo П=-1сөђФ 
фт Фб) +0, puesto que on el caso contrario афђ=т SÍ у, on con- 
secuencia, р (@, =p, 5). Pero р(@, Ў) < у p(7, 5) >24, puesto que 
Y, 5 є С. De esto so deduce la afirmación. 

1.27. Se doduce do 4.26, teniendo en cuenta que en cualquier сага (d — 1)- 


-dimensional dol cubo 8” las distancias do par en par entre los vértices no supera 
d — 1 y el número de vértices es igual а 24-1, 
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2.2. Un sistoma linealmente independiente es, por ejemplo, Bf. Si s vecto- 
ros do B?” son linealmente independientes, entonces todas sus combinaciones del 
tipo (1) representan en sí vectores diferentes de par en par. Si se encontraso 
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un subconjunto formado de n + 1 vectores linealmente independientes, entonces 
so realizaría la igualdad | B? | = 2P% 

2.4. Se deduce de que el (л, k)-código es un subespacio В" k-dimensional, 
o sea que en él el número máximo de vectores linealmente independientes es 
igual a k y toda combinación linea] de vectores de código portenece al código. 

2.5, Si en el código existe un vector de peso impar, entonces, la mitad de 
palabras de código tiene un peso impar y la otra mitad, par. En el caso contrario, 
todos Jos vectores tienen peso par. La р! ra afirmación se deduce de que el 
número de combinaciones lineales, ел las que entra el vector dado de peso impar, 
ев igual a) número de las combinaciones on las que él falta. Todas Јаз combina- 
ciones se dividen eu pares en los que exactamente uno tione peso impar. 

2.6, Un vector no nulo en B^ so puede elegir de 2” — 1 maneras, Si se 
¡gen i vectores linealmente independientes, entonces el subespacio correspon- 
diente tiene 21 vectores. Тойо vector del complemento а este subespacio forma, 
соп los 1 vectores elegidos, un conjunto lineal independiente y todo vector del 
subespacio se expresa con una combinación lineal de los vectores escogidos. 
De este modo, el (1 + 4)-ésimo vector se puede elegir de 2% — 2! maneras, 

Л, Убаво 2.6, 2.8. 21-1, 2,10. Ез ciorto. 

2.14, 1) т (С (UD) = 8, d (C (Шуу = 2; 5) m (C UI) = 32, d (C (H) = 7. 

2.14. La matriz generadora M (C) del (n, k)-código С se puede reducir al 
tipo (ТР) mediante la sustitución de filas por sus combinaciones lineales y la 
pormutación de columnas. Si el vector & es ortogonal а cada fila de la matriz 
М (С), entonces el vector Ẹ, obtenido de & mediante la permutación correspon- 
diente de las coordenadas, es ortogonal a cada fila de la matriz M (С), y vice- 
versa. Una de las matrices generatrices del código C*, dual al código C, engen- 
drado por la matriz (1, P) tiene la forma (P77, -д), о sea, quo C* ез (n, п — k)- 
código, De esto se deduce que también el código C* es dual al C y ев un (n, п— k)- 
-código. 

2.45. Апора а 2,5. 

2.16. Es evidente que la distancia d de código no es menor que el peso 
mínimo de un vector de código. 51 p (Z, 6) < 4 para ciertas palabras de código 
$, P, entonces, como % ФТ, también es un vector de código y р 0,2 © P) < d; 
so llega а una contradicción con el enunciado del problema 

2.17. Se deduce del 2.15 y del 2.16. 


2.18. El número de unidades en la matriz del código С es igual a $} С |; 


por otra parte, este número es no menor que d (| C | — 1). 
2.20. Sea = (од, . . ., 9) el vector del peso d, ortogonal a la matriz F. 
Designemos la t-ésima columna de la matriz Н por ћу. De la ortogonalidad de @ 


a cada fila de la matriz 27, se deduce que Y) оф =. De esto se deduce la 
ге р 
relación do depondencia lineal entre aquellas columnas ż; que entran en com- 
binación lineal. En consecuencia, a cada 2 de peso d del espacio nulo de la matriz 
JI le corresponde la reunión d de columnas lincalmente dependientes do esta 
matriz. De esto modo, зі cada d — 4 columnas de la matriz H son linealmente 
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dependientes, entonces el peso mínimo del vector de código será no menor 
que d, y viceversa, si existe un conjunto de d — 1 filas linealmente dependientes, 
pues existe un vector de peso menor que d on el subespacio ortogonal. 

2.21. Consecuencia de 2.20. 

2.24, 1) De 2,48 se deduce quo g (9, 5) < 10. No es difícil construir un 
(9, 5)-código lineal de potencia 4. De aquí que g (9, 5) € (4, 8). Supongamos que 
Сезар (9, 5)-código lineal de” potencia 3. Entonces cuatro vectores do código 
tienen peso impar. Ningunos dos de estos cuatro se encuentran fuera de Bf. Pero 
entre tres vectores de Bf siempre existen dos con una distancia no mayor que 4 
entre los mism 
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3.4. Examinar el código (a, aabb, bb}. 

3.8. Véase el 3.7. 

3.10. El número do palabras de longitud menor que 1, en un alfabeto de X 

k 1 
letras, es igual а Des м 1. De aquí que si ki —1 < m (k—1), en M 
existe una palabra de longitud no monor que logy (1-+m (k—1)). 

3.11. 1) Hacer Ja domostración con inducción por n. 2) Para todo código 
divisible existe un código prefijo con la misma colección de longitudes de lus 
palabras do código (убаво [10], parte 5). 

3.18. 1) Hacer la demostración con inducción por т. 

3.19, Бо deduce do 3.48. 

3:22. еа б lo ) un código binario prefijo y la longitud 
máximo de la palabra código, igual а л. Sea w = ор... ауы una palabra de С. 
Sea Y = (Yı, « «=> Yn) un vector en el quo y, = ap, i = f, A (w) y en las demás 
coordenadas haya tachaduras, Entonces el vector Y es un código (п — A (w))- 
-dimensional do la cara del cubo B. De la prolijación del código se deduce quo 
las caras que corresponden a diferentes palabras de código по se intersecan. 


m 
De aqui que У дел 
2& 


< 2%, 2) Do la plenitud del código so deduce que para 


сайа 2 € В" existe una palabra de código w, quo es un profijo de Z. Eso quiero 
decir que la colección @ se contiene en la cara correspondiente a la palabra w. 
De la profijación del código se deduce quo las caras que corresponden a dife- 
rontes palabras de código по se intersecan. Así que la totalidad de caras, quo 
corresponden a las palabras de un código prefijo completo, da la partición del 
cubo BT en caras que no se intersecan. De esto se deduce una igualdad. 3) La 
demostración es análoga a 1.1.34. 
„23. 1) Es cierto. La afirmación se deduce do que todo código óptimo es 
código prefijo completo. 

3.24. Inducción por m. 

3.25. Un código prefijo con una longitud de las palabras de código 


Da ++, Àm existe si, y sólo si, У 27! < 4 (vénso ok 3.22). Do aquí que 
ъ= шїп У) i, dondo el mínimo se toma еп todos los conjuntos (А, 


a 


283 


...› Àm} de números naturales que satisfacen la condición Y 274. El 


a 


mínimo de У) A se alcanza en tales conjuntos (Az, ..., Am} que а-л, 
= 

1<!, } <m. Efectivamente, si existen tales 24, у que А; — Ау 22 entonces 

después do la sustitución de 4 por A¿—1, y de Ay por Ay-+1, la magnitud 


= m 
Ў м no cambia, y la condición У) 274 <4 se sigue cumpliondo. Sea 
A © 

{has 2-0 Am} un conjunto de números tal, que мА con 


M=A+1 con m—r<i<m, А es un número entero. Entonces, У) M= 
@ 


I, mon 


=mh-+r, y la condición toma la forma m2"*—r2"?*=1 <1. De la condición 
m 

se deduce que A> (logs m)—1 y, en consecuencia, У) At > т Повз m}. 
@ 


8,27. 1) Рага m=3, suponiendo p,>P22>Ps > 0, tenemos ІР) = ру 
2ps +2pa= 1+ Pa Pa > 1. Luego 1а afirmación se deduce de que con la 
operación do ampliación cl coste: del código no disminuye. 2) Para los 

5 5 


£>0 y m>2 dados véase la distribución P=(1- к» =з) e 


= +, 
donde б ов" 


Capítulo VI 
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1.1. 4) No lo es, puesto que la señal de salida en 0] momento de tiempo £ 
depende de la señal de entrada en el momento siguiente. 3) Sí, Jo ез. 
1.2, 3) No lo es. 4) Lo es. 
1.3. 2) Lo es. 3) Lo es. 5) Lo es: la salida en el momento de tiempo £ оз 
igual а la negación do la entrada en este mismo momento. 
1.4. 2) No lo es. 4) No lo es. 
1.5. 1) No se puedo determinar hasta una función doterminada. 2) La fun- 
ción q admite continuar la determinación hasta una función determinada. 
3) Es posible continuar la determinación. 
1.6. Es suficionto examinar la función 
o = 
оо. хә={ т К Тр ы 
Тр, si X #00 y х,=7р. 
1.9. 2) El poso de la función y es igual a 2. 1.10. 4) Son equivalentes. 
2) No son equivalentes. 1.11. 2) Sí, lo es. Por ejemplo, фу = Фс, con e = 1 y 
2% = 0. 3) No lo es. 1.12. Sí, lo es. El peso es igual a 4. 3) 51, lo es. El рево eS 
igual а 7. 1.13. 2) Si r = 3, entonces en calidad de función adecuada se puedo 


tomar q (2%) = (3/4). 
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1.16. Con r = 3 en calidad de tal función se puede tomar 

¿== 

"Ay (0= 081) y (0—4), 1>2% 

1.18, Véaso la indicación al problema 4.6, 4). 

1.20. 2) Para obtener la respuesta es suficiente examinar la función 
q (6) = 00 = (2) = (3)... z (8) 

1.22. Es un operador engendrado. 


1.24. 2) 5і[4 [= 1у| В| 2 2, entonces [Op pl= e 8118 [= 
= 1 y [А | ;>1 entonces | ФА р | = 1. 


4.25. 1) Si | A | 2 1, entonces cada clase Ку (з) tiene una potencia с. 
2) El número de diferentes clases es igual a | А |*. 


1.26. 2) Si | B| = 4 y | А | > 1, entonces | Da, p | = 1. 


9: 


52 
2.1. 4) Las ecuaciones canónicas tienen la forma siguiente: 
э @=х= (02 0)90—1), 
a D= (у (0—1), 
1@)=0; 
la soñal de entrada = (2) puedo ser omitida puesto que Ja función Ф no dependo 
sustancialmente de ella, 

2,2. 1) Se puede acabar de determinar el operador de peso 4, descrito con 
las ecuaciones canónicas siguientes. 

10==0 n (0) а@—1) Ф @—0 Фа (1), 

а (бет (2 (0), a @—1), 410—0) 9-08 0—10), 
9.) 00) a (VR (0—0) Ө а (0—0) Ө (0—1), 
а 00) = оз (0)=0. 

2.3. 4) El peso del operador es igual a 3 (se риедоп identificar los estados 
que responden а los pares (д.92) = (1, 0) y (2003) = (1, 1). 

2.4. A cada función do peso w (del conjunto indicado do funciones) le corres- 
ponde una tabla canónica que contieno n + 1 columnas «де entrada» (también 
se incluye la columna que describe el estado de la función) y m + 4 columnas 
«de salida» (aquí también se toman on cuenta las funciones do transición). En 
esta tabla hay wk” colecciones «do entrada». «A la salida» de la tabla tienon que 
haber algunas colecciones del conjunto quo contiene wk™ elementos (colecciones 
«de salida»). Para obtener la evaluación superior necesaria hay que considerar 


que а cada colccción «do entradas so lo puedo cotojar cualquier colección «do 
salida». 


2.8. 3) Las ocuaciones canónicas del operador їр tienen la forma 
00=40—10), 
a= ti) 
900) =0, 
о вва que el operador їр es autónomo. 
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2.9. 1) La ecuación canónica del operador obtenido del operador ф mediante 
la introducción de la retroacción por las variables z, e у; tiene la forma siguiente: 
Y ()=1 
p T (0) 2, 0 Za (0 9 0—0), 
т (0)=0. 
2.10. 4) El peso del operador es igual a 2. 
2.11. 1) En calidad de ọ se puede tomar el siguiente a.-d. operador: 


к@фу= ху (0040—10), 
#4 (0=2,0082:0, 
e (0)=0. 

2.14. 1) y 2) Examinar el operador фу (qa). 5) Es útil investigar el operador 
Ч» (9=0), donde q=p es un operador engendrado por la constante 0. 

15, 3) El poso de la superposición es igual a 4. 2.16. 2) El operador es 
autónomo. 3) El operador no es autónomo. 2.19. 2) Tal esquema existe, 

2.22. Primero represente todos los orgrafos posibles de tres vértices, siendo 
éstos numerados, que satisfacen la condición c) y que tienen el semigrado de 
salida do cada vértice igual a 2. En calidad de números para los vértices de los 
orgrafos se pueden coger las cifras O, 1, 2. Es cómodo considerar inicial а] vértice 
marcado con Ja cifra 0. Después hay que «cargar» con todos los procedimientos 
admisibles posibles 108 arcos de todos los orgrafos construidos de tal manera 
que resulten diagramas de Moore do algunos a.-d. operadores. 


$3 


3.1. 1) M os una clase cerrada. 2) El conjunto M no es una clase cerra da. 
3.3. Con inducción por el número de demoras se puede mostrar que cual- 


quier operador} дефе, Pal g, que tiene una entrada transforma la palabra фо, 


bien en una palabra del tipo y (1) ... y (ng) [0]®, o bien en una palabra del 


tipo y (1)... y (no) 111% donde, ло es la longitud del preperíodo (que depende 
de la elección del operador +). 


3.7. 1) El sistema no es completo. 2) El sistema es completo. 

2) (Ф (Х), Pito) (X) Pargas A Ху}. 

3.10. La demostración de esta afirmación se puede hacer de la manera 
siguiente. Sea М una clase cerrada en Gop diferente de todo el conjunto Dip». 
Supongamos que M es una clase precomplota y examinemos la rounión de todos 
aquellos subconjuntos M’ де yN M que satisfacen la condición: [MU мМ) 


+ Фо» Esta no es una unión vacía. Elijamos en ella alguna cadena máxima 
(por inclusión), cuya existencia so puede establecer mediante el teorema de 
Tsermolo o bien directamente teniendo en cuenta Ja numerabilidad del conjunto 
Õim (ordenando el conjunto Dix M por el tipo de una serie natural). La unión 
de todos los conjuntos de la cadena máxima elegida se donotará por My. Enton- 
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ces M U Mo será una clase precompleta en Фад). En la demostración se emplea 
sustancialmente el hecho de que en el conjunto Фу existe un sistema completo 
finito con relación al conjunto de operaciones © = (Oy, Oz, Oz, Oy, 5). 

3.13, Este hecho se puede demostrar casi de la misma forma con la que 
se estableció la veracidad de una afirmación análoga en el álgebra lógica (véase 
el problema 11.4.16). 

3.14. Sí, existe (véanse los problemas 3.13 y 11.1.25). 3.15. Compárese con 
el probloma 11.1.17. 

3.16. Con k > 3 la afirmación se deduco directamente del resultado res- 
pectivo en Ру. En el caso general (соп k > 2) se puede emplear el subconjunto 
de operadores autónomos. 

17, Es mumerable, 3.19. Esto es una potencia continual. 
20. Es útil emplear «puntos de vista potenciales» o sea comparar los 
potencias de los respectivos conjuntos. 


Capítulo УП 


3! 


1.1. 1) a) 7 (P) = 1%0%%, b) La máquina Т по es utilizable para la palabra 
18018, о) 7 (P) = 10 [01]? 4. 
1.2. 4) El programa de una de los posibles máquinas tiene Ja forma 


4.3. 2) а) 12031401; b) 110/2 04,12. 
1.4. 3) Una do las máquinas de Turing que transforma la configuración 
K, en К, se da соп el programa siguiente: 
UOR сайдай 
MAGAR 40008 
9204318 014.10 
GAAR 914,08 
930912 604008 
“баб чн 
1.5. Se puede hacer lo siguiente: en el programa de la máquina de Turing 
sustituir cada instrucción del tipo 4124/85 (donde о y $ pertenecen al alfabeto 
exterior A) por ] A į + 1 instrucciones: д; А, giygyyL (y recorre todo el alfa- 
beto A); q; es ol estado nuovo (cada estado tiene su 4). 
1.7. Para la construcción de una máquina T, es suficiente añadir m estados 


complementarios (nuevos) 01, . - .. 9m y completar» el programa de la máquina 
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Т, por ejemplo, con las instrucciones: gi agías, . . .. #200225 donde а es cierto 
simbolo fijo del alfabeto exterior, ; 
1.9, 4) a) La composición 7,7, no es utilizable para la palabra 12042. 
b) 7,7, es utilizablo para la palabra 1401 y el resultado de su utilización es 
101042, 
1.10. 4) a) La iteración indicada no es utilizable para las palabras del tipo 
4% (k > 1). b) Tampoco es utilizable para las palabras del tipo 49%*! (k > 1). 
с) La iteración es utilizable para cualquier palabra del tipo 19%* (k > 1) y 
como resultado se obtendrá la palabra 1. 
1.41. 1) a) Т (Р) = 404. b) 7 (P) = 1ҸИ. 
1.14. 3) Una de las posibles máquinas de Turing 
0809 909.12 
AGOR gigi 
08015 0901, 
414508 91900, 
ADOR 9009 0R 
HAR ед 


1.16. 3) He aquí una de las posibles máquinas 


1040402 qstg0R 
91908 9409.05 
990905 qg OR 
QAR qq AR 
2209305 419.15 


447. 1) f(a) = r+ 1, fi lart 2. 

1.48. Si se considera, como se hace corrientemente, que las máquinas co- 
mienzan a funcionar on el estado q, У on el momento inicial so obsorva la unidad 
que está más a la izquierda del código dol número z, entonces las máquinas 
indicadas en las condiciones del problema podrán calcular una de las tres fune 
ciones siguientes: z, z — £ y una función indolerminada en todos sus puntos. 

1,19. 51, esta afirmación es verdadera. 

1.20. 1) Habiendo un conjunto fijo (¡infinito!) de estados existe sólo un 
número finito de máquinas de Turing no equivalentes de par en par (con un 
alfabeto exterior dado). 2) Existe tal 1 que cualquiera que sea n > 1, el subcon- 
junto de todas las funciones de n lugares en M contiene no más de 2 elementos. 


$2 


2.4. 2) + 29 — 36а 

2,2. 1) Primero so puede domostrar la recursividad primitiva de las fun- 
ciones д >z} y2? у después omplear la operación de superposición. La «domos- 
tración directa» de la recursividad primitiva de la función g (z) = z? tiene 
este aspecto: 


8(0)=0, 
E(2+0=hu (х, к (ту) =%+2+1, 
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о sea que В, (z, y) = 22+ y + 4; 
hy (z, 0)=2241=81 (z), 
h (z, y +0) => (h (т, 0) (04У 0) 0: 
81 (0)=4 
ва (24-0) = А, (т, 81 (2)) =2743, 
о sea que h, (z, y) =y + 2; 
{ ħa (z, 0)=2, 
ha (z, y+ 0) а (h (т, 0) =(y+2)4 4. 


2.5. / (х, 0 = E DA кз (= > 1)-в zig y H ва rd, уе) х 
X sg 2:58 y. 

2T. 2) May (500) = 28. 4) ра (а) = (2a H za) SB 71) bg X 
X (а = 29) == 2, — з. 

2.8. 4) J (а, а) = 21 (1 а). 

2.9. No, по es cierto. 2.10. 1) No so puede, 2) 1 + sg z. 2.12. Todas cstas 
clases son numerables-infínitas. 2.17, No, no es cierto: la función f, (z, y) puede 
ser incluso idénticamento igual a 0. 2.18, 1) No, no es justo. 2.19. 3) Es justo. 
4) Es justo. 

2.20. 1) Sí, puedo ser cierto. 2) Esta afirmación os falsa para cualquier 
función fı de Ksg\ Kpr. 3) La afirmación es justa para ciertas funciones /, y /, 
del conjunto К^ Kp 

2.21. 1) No, no siempre, 2) Esta inclusión es falsa para cualquier función 
4 (a) de Krgx Kpr- 3) Sí, la relación es justa para cualquier función / (2) de 
Кї Kpr. 

2.24. 2) No puode. 2.26. Sí, es cierto. 


538 


3.1. a) So deduce do que en Kpr existe una función que toma todos los 
valores, 


„ A toda función primitivamente recursiva se le puedo cotejar un con- 
junto infinito de términos quo геПојар el procedimiento de obtención de la 
función do las funciones simplísimas. 

3.3. Si existo una función universal parcialmente rocursiva Р (т, 21, 
+ Zn) pues ella está siempre determinada. Entonces la función F (z4, тү, тү, 
+1 Zn) + 4 ев recursiva en general y tiene cierto número y en la numeración 
que responde a la función universal P(%+b, Pero entonces F (y, у, ..., y) = 
=P MWh. 1+t 

3.6. Hacer la demostración con el método de ediagonalización». 3.7. 4) — 4) 
No. 5) Sí. 3.8. Analógicamente al 3.3. 

3.11. Examinar Ја función 


= [/'®), si h(2)=0, 
o= (2 3 hasi. 


3.12. Examinar una sucesión о, оң, . . . tal, que æ; = 1, si р (1) está do- 
terminado, y œ; = 0, si р, (i) no está determinado, 4 = 0, 1 
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3.13. Para todo autómata finito autónomo su sucesión do salida es casi 
poriódica. 
3.15. Por ejemplo, palabras invertidas. 


3.21. Se deduce, de que existe no más de 27Р) diferentes configuraciones 
do longitud Sr (P) para cierto с, que depende del alfabeto de los estados y del 
alfabeto exterior de la máquina 7. Si se repite cierta configuración, entonces 
la máquina 7 trabaja un tiempo i: ito» 


Capítulo VIIL 


st 


1.1. 1) Cada uno de los términos de la permutación puedo ser elegido inde- 
pondientemente de los demás de п maneras. Por eso, Ê (n, г) = п". 2) El primero 
de los términos de una (л, r)-permutación so puede elegir de л maneras. Si ya 
se han elegido í elementos, entonces el (4 + 4)-ésimo so puede elegir de n — t 
maneras, Aplicando varias veces la regla de la multiplicación se obtiene Р (л, r)= 
= (n)r, n > т. 3) Es suficiente observar que de cada (n, r)-combinación mediante 
rl pormutaciones de sus términos se pueden obtener ғ} diferentes (л, r)-permuta- 
ciones y cada (n, »)-permutación puede ser obtenida de сва manera, 4) А cada 
(п, r)-combinación А con repeticiones, compuesta de elementos del conjunto 
U = (а), . . + 47) le cotejaromos el vector 2 (А) de longitud n + r — 1 de r 
ceros у п — 1 unidades tal, quo el número do ceros que se encuentran entre las 
unidades (t — 4)-ésima e i-ésima es igual al número de elementos a; que entran 
en la combinación A, i = 2, n Т y el número de ceros que hay delante de Ja 
primera wnidad (después do Ја (п — 1)-ésima unidad), es igual al número do 
elementos a, (respectivamente, do elementos a ) que entran en la combinación А 

Esta correspondencia entro las combinaciones y los vectores os recíprocamente 
unívoca, Por otra parto el número de vectores con л — 1 unidades y r ceros es 
igual al número do subconjuntos do (n—1)-clomentos do un conjunto de 
n+r—4 

n—1 


(п + т — 1)-elementos. Este número es igual a ( 


1.2, 1) Ат; 2) ka keo oe kni З) (5) 1.3, 4) ота, 2) (оту. 

1.4. Para cada п > 1 harén falta n-10%= cifras para cada cifra diferente 
de cero y (n — 1)-108-1 ceros. 1.5. 29*X30-2=A — 4, 

1.6. 1) 147; 2) 126; 3) 300 -+ 300-209 + 300-299-298 = 20820600, sí se 
diferencian Jos nombres, y 300 + 300° + 300°, si los nombres no son forzosa- 
mente diferentes. 


1.8. 1) 0+0) (1+0) - 


HA 40%). А cada divisor PRI... рг, O < Bi < а, 


— + part 
1=1,7 se lo puede cotejar el vector (Bj, ..., Br); 227; 3) TI ке SN 


Гап Pe 
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Abriendo los paréntesis en la expresión (1424 ... +9 ... (+p + 
+ +.. +p?) convencerse de que cada divisor está presente en la suma 
exactamente una vez. 


пав 9—6 


ч рі үп. 
Tu чан ) Эх бачан . 
1.0, 1) ($ £7 7). EL número de maneras es igual al número de 


vectores binarios de longitud n+ k — 1 соп п unidades y k— 1 ceros. La 
correspondencia se establece de la manera siguiento: a cada suma se le coteja 
un vector tal que el primer sumando en la suma es igual al número de unidades 
que hay en el vector ante el primer cero, el segundo sumando, al número de 
unidades que hay entre el primero y el segundo cero, ote. 2) ($ 7 1) + Coloca- 


mos k unidades en cada intervalo entro los ceros do tal manera que haya una 

unidad entro cada dos ceros (el lugar que está a la izquierda del primer coro 

y a la derecha 101 último también se consideran intervalos). Las domás n — k 

unidades se distribuyen arbitrariamente. El problema se reduce al anterior. 
п—4\ 


1.41. 4) GINA véase ol problema 1.10, 2); 2) 


(5) reducir el problema al 4.40, 4); 3) ("+%) roducie el probtoma 
al 1.10, 4). 


142.4) (ЖЕ + (е) +H [+] +1)’. 
1.13. 92) (4) в Dm PRO 
1.14. 194 (14); 2)4(n—4) n; 3) 24n (n—4); 4)4 ( 5 J594 (14); 6)4n x 


se (as 8 Ca) 
1.45. 5) Utilizar ol 3). 


1 има rolación es ma- 


1.46, 3) Examinar la rolación 


a) 


yor que 4 con k< E. y menor que 1 con «> 11. 5)Si on la suma 


están presentes dos coeficientes binominales ( Fajl y( 1) tales, que л; 


—n,>1, entonces, sustituyéndolos рог PEI y (у respectivamente, 
obtendremos una suma menor que la inicial. 

1.47. 4) Resolución. Pondremos que æn- =ске]. Supongamos que 
los coeficientes an-ı, an-s, ..., Ani ya están determinados, entonces 


алыр 
motna (nilana (а 2 —... ав (а 0) ] 


(@—г—1] 
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Demostremos la unicidad de la representación razonando por el contrario. 
Supongamos que a cierto m le corresponden dos vectores Z (т) = (01, + « +1 %n-1) 
y B (т) = (Bus - + .› б-а). Supongamos que y es el mayor de los númoros de los 
órdenes en los que los vectores se diferencian. Sin limitación de generalidad se 
puede considerar que æy < фу. Tenemos 


jas 
o= 5 Ви — Э! айву a) !— Y S aji>i— AN юй>0. 
а 


Hemos legado a una contradicción. 2) (1,4, 2), (1, 2, 3), (1, 0, 2, 1). 3% a 
ninguno, %, le correspondo]el número 109. 4) A сайа пішого entero т (0 < т < 
< n!) le cotejamos una permutación Am, de los números 1, . . ., л. Mediante ol 
vector Ù (т) = (о, » - «7 а-у) indicamos el lugar de los números í, .-., т 
en Ja permutación я. Ponemos el número 1 en ol lugar con el númoro 1 + =. 
Supongamos que los números 1,.. ., 1, č = Ln — 1 ya están colocados. Quodan 
todavía libres n — £ lugares. Numoramos los lugares libres con los números 
4,2, . . «+ п — 1. Ponemos el número і -+ 1 en ol Jugar соп 6] número 1+ а-л. 
Después de que todos los números 4, 2, . . ., п — 1 ya están colocados, el lugar 
de los números n ов л, se dotermina univocamonte, EJEMPLO. m=15, п = 4, 
Elm = (1, 1, 2), “m = (4, 2, 1, 3). El algoritmo de la enumeración sin repeti- 
ción Че todas las permutaciones consiste en la generación secuencial de los 
números m (0 < m < n!) y las permutaciones 1,, que les corresponden. 

1.18. 1) Las coordenades del vector F(m)=(By, ..., Ва) so determinan de 


la manera siguiente: f es el mayor número entero tal, que m> ($: ħi ). si 


Pis «++. Bi уа ostán determinados, entonces in ев el mayor número entero tal, 


que m—( һ jamss lata) La unicidad so 


demuestra de la misma manera quo en 1.4741). 2) 23. 3) (6,4, 1,0). 


4) Cotejaromos a cada número entero т (0< m < (1) un vector binario 


Gm = (ол, + + «+ а) mediante el vector Ё (m) = (Bis Par ..., Ba) (убаво 1). 
Supongamos que ер Zm las unidades están en las coordenadas con los nùmeros 
Bit 1 Beti s Ва 1. ЕЈКмРІ0. m= 47, n= 6, k= 3, P (т) = 
= (5, 4, 1), Zm == (010014). El algoritmo consiste en generar números т y los 
vectores que les corresponden. Otro algoritmo. Comenzaremos la enumeración 
desde el vector (1, - - ., 1, 0,  « -s 0), cuyas primeras k coordenadas son iguales 
а 1 y las restantes a cero. Examinemos el vector binario arbitrario % = (a, 
‚ ж) о indiguemos el quo le sigue en el proceso de enumeración W = (04,.. „ 
‚ ah). Hallaremos el menor número j tal, que су = 1, @у+ = 0. Entonces 
hacemos æ; = 0, аз, = 1 (desplazamos una unidad a la derecha) y todas las 
unidades qu: están en las coordenadas con números menores quo /, las desplaza- 
mos a la izquierda todo lo que se pueda. ктємрго. & = (001101), j = 4, W= 
= (100011). 
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1.20. 2) Poner en (1) # = —1. 3) Derivar (1) y hacer t == 1.6) Integrar la 
identidad (1) de O a 1. 7) Véase el 6). 8) Efectuar la inducción рог п empleando 


a 
T 


1 
el 7); otro procedimiento: examinar { Ч ® de. 9) Comparar los coefi- 


y 
cientes do £* de la parte izquierda y derecha de la identidad (14-17 (1-Б) == 
=(14-1)P'M. 10) En 9) hacer т=п. 13) Emplear la identidad (G= 


=(*7')+ E 44) Se reduce al 9), 


121. 192 Y) (д) аа 02" 
п 


DIN (а) ачта" ачаа) 294290251 соз x 
* 


мало 


оп cl último caso se ha empleado la identidad 


y 
р 0 еп el caso contrario. 


mot йыз y (e si n es múltiplo de т, 
о 


12 0104 D+ УЗ)". 
y RA MAMA 
ау 


3) nesoLucIÓN. Empleando la identidad del problema 1.15, 2) se transforma 
la expresión inicial en 


(я а) 


зааг ) 


> £ 
Ы (2) 33 Е (аа 
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Examinemos el caso en el que r es par (el caso en el que r es impar os análogo). 
Ponemos 2v = 2k — r. Entonces llegamos а la expresión 


ө (") хуз (а) 


CA EA 


-o7 (2) a+ 


1,24. 2) Con |t] < 1 la serie converge. La identidad se establece medianto 
la descomposición do la función 7 (8) = (14-98 por los grados t. Hay que con- 


vencerso de оо ( к). 


а (2) 90 440 


-o (H) 


ü 2%) *-кн) Ca (@ (65 
y El -3 LORO EI (6) -hirae 
5) Emplear la identidad (1+ 1)e (t + 1è = (1 + фв*5, бу Se deduce dol 5). 
Si se pone b = —1. 7) Consecuencia de las identidades do los problemas 3) 
y 5). 9) Emplear la identidad (—4)* (2) (5) . 10) y 11) Vénso el pro- 
Мота 4.22, 

ыб. El y 3) Calculamos con dos procedimientos el 


número An (kr, ..., ku) de ordenaciones do п objetos entre los cuales hay Ау 
objetos del primor tipo, kz del segundo tipo, etc., y, por fin ka objetos del 
tpo s. PRIMER PROCEDIMIENTO. En principio elegimos Кү lugares entre п 


para colocar los objetos del primer tipo. Esto se puede hacer de ( e ) maneras, 
л 

Después se escogorán ks lugaros para ubicar los objetos del segundo tipo. 

Eso se puedo hacer do (ул 


multiplicación» obtendremos quo 


O (9 


SEGUNDO PROCEDIMIENTO. Calculamos el número de ordenaciones т de objetos 

diferentes de par en par. Consideramos que los objetos están divididos en s 

grupos de tal manera, que en el t-ésimo grupo hay k; objetos (i = T, s). La elec- 

ción de k, lugares para los objetos del primer grupo, de kp lugares para los objetos 

del segundo grupo, etc., so puodo realizar de A (kı, . - ., ka) maneras. En el grupo 

+los objetos so puedon situar do k; maneras (i = T, з). De ahí que Ap (ky, .. - 
ER oea ВД аЙ 


) maneras, etc. Utilizando la «года de la 


2% 


$2 


2.1. 1) DEMOSTRACION. Рага n = 
fórmula (2), evidentemente, es уа} 
para n — 1 propredados y que N ( 
poseen ninguna do las propiedades c) . 


N—N (оа) = So — S, y la 
. Supongamos que la fórmula es válida 

T 1) os el número de objetos que no 
y „л. Tenemos: 


MN 1, .... Tn) = 
Bo 

у-н ah Na NE an m= o = 
SN 1Si<ción- 1E1<i<hegn-1 


AAEN (gr о бл). (9) 
Esta fórmula también es válida para el conjunto do objetos que poseen la pro- 
piedad an: 


Dgo эз бл AN (a), YN а) o 


HUA N (0а, ..., Umar do (99) 


donde N Ña, + +1 ал, ©) өт el número de objetos que poseen! a propiedad 
аһ рео no poseen ninguna de ias ргоріейацез ar, . .., @n- Está claro quo 


Restando la fórmulaX(* *)}йе la fórmula (*) obtenemos la fórmula (2). 2) Domos- 
tración con tnducción por el número de propiedados. 3) Al observar que Му + = 
= М — N emplear inducción por k. 4) Doducimos, por ejemplo, el (э, del (3). 
Suponiendo que en (3) т == n, obtenemos M == 5, en concordancia сор (5). 
Supongamos que la fórmula (5) es válida para todos los k > n — v + 1, v 21. 
Sustituyondo en (3) т por n — v y empleando una suposición inductiva, pono- 
mos on tugar do 5, -v+ para cualquier k > 1 el segundo miembro de la igualdad 
(5) өп la que k está sustituido por п — v -+ k. Entonces 


даі JPZ) E (зуе 


А > 
Ma D la) An ea (н) 
„© 2 


= 3 (2) 


тену 4 


Así que la fórmula (5) está demostrada. La fórmula (6) зе domuestra de manera 


análoga, para oso es suficionto convencerse de que Р (л, r} = У) (4)>=7 (5) x 
=. 
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X Sp 2 0, para todos 105 г. Emplearemos la fórmula (5). Tenemos 

ав з= a) (у) ®= 22 o (5) (0) 
a 

m(n) 2 cor (1) (5) Саа) > 


r—mt 


0,1,2, 3, 4 las probabilidades son respectivamente 
3 1 1 
PTOZ 

2.3. 4) El número de distribuciones de objetos, en las que А cajas dadas se 
quedarán vacías, es igual a (n — k)", 5, = (E) (n—k)". Ahora queda emplear 


la fórmula (2). 2) Utilizar el resultado dol problema 2.1, 2). 3) aplicar la fórmula 
(4) do 21, 3). 

2.4. 1) 20%; 2) 60%; 3) 70%. A 

2.5. 1) RESOLUCION, 50 = 13, Sı = 23, S, = 12, Ñ = 0, Sogún la fórmula 
(2) 0 = 13 — 28 + 12 — Ss, do donde S, = 2; 2) 6; 3) 3. 

2.6. 2) 542; 3) 6) 53. 
1) 3”. RESOLUCION» Examinemosel diagrama de Venn; Cada uno de 
los n elementos del conjunto U puede pertenecer o no pertenecer a cada uno de 


X Ж 


yal 


y 


los conjuntos X, Y, teniendo en cuenta que según el enunciado X ПУ = $, 
Do esto se deduce que el múmoro de los pares buscados (X, Y) es igual al número 
do n disposiciones de diferentes vbjotos en tres cajones (el papel de los cajones 


lo cumplen Jas casillas ХӮ, XY, ХӮ del diagrama). Pero el número de tales 
disposiciones es, ovidontemente, igual a 3%. 2) л2^, 


3) Y”. INDICACION. Observar que de la condición se deduce que 
RNYNZUXNPNAZUXNFNZ=v. 


De este modo, ol problema se reduce al cálculo dol número de las colocaciones de 
los olementos del conjunto U рог tres casillas XYZ, XYZ, XYZ del diagrama 
Correspondiente. 


аә q ER ga p UED р 


Resolución. Del número total 3" de pares (X, Y) que 
satisfacen la condición del problema 1) hay que excluir 
los pares que pertenecen al conjunto C = Ag U А, U Bo U 
UB, U Ba, dondo A, =((X, Y): | X 1=0), А. = (Х,У): 
:1X]=1} Во (0, УУУ [==0), B={(X, Y): 
[Y [=1), Ba=4(X, У): 12). Es evidente que 
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ANA =D, BiN Byg 01 7 2). Por eso [C]=]401-+14,1+1B014 
+18, 141821140 N Lol — 140 N 21114 N 81—14: N Bo] 1410 811 
1 41M В, | (véaso la figura). No os difícil notar que | 01=2° (n elementos 
aol conjunto U se distribuyen por las casillas ХУ y ХҮ. Las casillas ХУ y 
XY son vacías puesto que X=2). Avalógicamento, | А, |= п«29-, | Baj= 23, 


18, [=n-20=, 181 ( 1) 2n-=, Continuando, tenemos [40M B01=1, 140 
пвп ві", ПВ (0—0), 400 1=( 7). 140 В| = 


“в (*Т) + De aquí que |С1= (0-62) 2%4-п (n—4) 29-9 E dy 
y el número de los pares buscados es igual a Эл—]С]. 5)2n (294). 6) (n+ 
+2) 2M-14n—2. 

2.8. Calculamos el número Л, д de maneras de acomodar a los invitados 
de tal forma, que los £ pares dados до caballeros enemigos no estén separados. 
Unimos cada uno de los k pares enemigos dados en un «objoto». Entonces habrá 
2n — k objetos que so pueden colocar de (2n — k)! maneras. En cada uno do los 
k pares enemigos dados se pueden cambiar do sitio los enemigos. Así que Nn., = 


= 2A (2n — Юу Sp = (0) Nax- Empleando la fórmula (2) obtenemos que 


el número buscado es igual a У) (—1* (2) 2% (2n — w! 
e 


a 
202 (9 (5) Cae 


7 


$3 


3.2. 4) 0140587 2) еу (У 3)" +(1)" ea (0—3) 


aa (E a (EA omata AA 
Heal — 2); б) (— 1)" (еу + can + сола). 

3.3, 4) La solución general tiene la forma ay =c,+cy3”. Do las condicio- 
nos inicialos tenemos c;-+3c¿=40, су -{-®су = 16, de dondo cy =7, сух=1. Ash 
que а„=7+.3%. 2) 34 (0. 3 deptos (—2)”, donde c= 


14 _b4e—2a Pe 
==" 


069.0) cosan. 


в 


A . 
e E —_.Ч+р+д8—а@-0_; „© 
34.0) ps 2 ору 9 а=. 
—-®(=Р=—4+%(р+2%_, e Po 
b= = 58) а=, be 


. Se busca una solución parcial de la ecuación any — 
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1) 
encontraremos que af: A, Hagamos la sustitución an 


+ bn» entonces, л, 


п (1—1) 
Hii 


bn=0. Do aquí quel 5, =с, donde с os una constante 


у а ARS e. De las condiciones iniciales se encuentra que c=4. 
—A—4 M4 3-2045n. 
INDICACIÓN. Se buscala solución parcial en forma de aj =c-5P, 3) 0,5 + 
+ 50.2% + 6,5.39 — 4n? — 13n? — 50n. 


3.6. 1) No degonerado es el caso en el que, o bien y, 5 0 o bien pg = 0. 
Si q, = pz == 0, entonces es ovidente que a, = сір?, bn = сүүр. Sea q y. 0. 
Entonces ba = E nnt- рал), ban = Eins — Рап +). Sustituyendo 
Я 

Un+1 Y bn enla segunda.relación, obtenemos аһ + + (—ру — 9) ааа H 
+ (0 — рә) ån = 0. El problema se ha reducido al 3.1. 2) ap = (5 + 2л) 2%, 
ba = (+ 2m) 29, 3) an= ced (1999044 5,5m, by = c, 0,5 
+ (—1)” cs + 5,57. 

3,7. 1) INDUCCION Ps, n. Con n=2 la relación Faim =F Em t ЕР = 
= Fm + Fmt оз válida para todos los m >> 1. El paso inductivo n — п- 1: 
Faritm = Казы + Ёл, Раа + РР + Ena de Раат = 
= Fam + Fn Рн. 2)0Насег inducción por k ompleando el 1). 4) PROCEDI- 
MIENTODE REPRESENTACION. Seleccionamosel mayor ntal, que Fa, <N: después 
el mayor n, tal, quo Fy, < N — Fp, ote. La unicidad y otras propiedades de la 
representación so demuestran directamente » por inducción, 5) INDICACIÓN. 
Hallar la solución de la rolación Fä+, = Р„+ + F con las condiciones inicia- 
Nes F, = К, = 1. 6), 7), 8) Demostrar con inducción por n. 


3.8. 1) La función generatriz do la sucesión a” es la serie У) añ”. Si 
ас |<24. entonces la sarie converge a la función А (0). En consecuencia, соп 


1 at] < 1 ta función А) os gonoratriz рага (а). La función oxnonencial ge- 


А 
погазув^йо la sucosión а" өз la serie Уу CIT, "Ема sorio convorgo а la 


función eat con todos Поз t. 2) La serie У) me” que {ез una función gonera- 
“ 


dora para an=n so obtiene al diforenciar [сайа “término do la serie Y) m 
= 

y multiplicarlo a continuación por ё. Соп |£]<4 os admisiblo emplear estas 

operaciones y озо lleva a la función t (1—1)"", La función generatriz expo- 


a n an 
телей os J) Ar =t J) pt exp t 
= 


0 
39. 9 A= У аыл У Eb an | тане ск У) E (адтае 
Б e аз «озы 

= | es Eeh de; 

à 


2 f є-хекї к= т | езда. 


3.11.£1) Multipliquemos la igualdad an=bn—bn-1 por 1? y la sumamos 
por n. En el dominio de la convergencia de las serics 5 ап" y 3 эм" 
= 


son válidas las identidades У) antr= У) (Ба-а) "= Ў м" 
п=0 0 0 


— У] bnat” = B (1) (1—1). 3) Observar que ba = аң —аң. Do aquí que B()= 
Л 


=—A (t) (1—0) + а, а= В (1), 
3.12 1) PRIMER PROCEDIMIENTO, Sea C (t) una función goneratriz do la 
sucesión 4, O, O, ... Según el enunciado C ()=4 (9 B (t). En consecuencia, 


so tienen que cumplir las igualdades 1 = aob, 0 = а), -+ abo, «+», O= У) алб, 
= 


A a ума 


= 


y para п=0 (5 ) do=1. Hallamos sucesivamente bo =f, bı = — m, dy== 


лева у by НЕ) Con inducción рог п во ов difícil 


mostrar que b= ( JA Así que B (0) =(14+1)"". SEGUNDO PROCEDIMIENTO, 


A) =(1407, B()=1A(0 | =(14-1)7”. Do aquí que n= (77). 2) B= 


=4—at, b=, Буа, bn=0 con n>2. 3) Bl) =(1—1%, Бо 61, = — 
—% 2.0 соп п> 3. ” B()=(14 8), dan =( 


=: dm n=, эла =0»>1, bn NE, donde B, ез 


el número de Bernoulli соп el número de orden п. 6) В()= V TFT, ba = 
1/2 

ah 
зл. 9 (om g i a ar (12): о с"): 


or Bore (P) (0) 9 (ФТ) eenn mr 


y O conn impar; 7) (727) зна 2) a E; 10 AA 


«(2n—1) 
INDICACION, Aprovechar qu 020) 


4 (а= , 1 
X IFT > INDICACION, | утв =ч son ti 12 р соп n par, 


or 


y 0 con п impor; 43) Ap 


n—1 
el fase 

3.15, 1) Comparemos los coeficientes de 1%! en la identidad (141% (14 
0те (14 4)"-m-3, Por una parte este coeficiente es igual a х (Es) x 


(TRP (1) онно (ет 


x CE 2) INDICACIÓN. e (5 )=(7 ETS) 3) Examinar la idon- 


m—s 


соп п par, y 0 соп n impari d4) (491 Lx 


ox 


tidad (4) UA m. 30, 4 — ут-а-2, Examinar la identidad (0-4 
а^ 0") = (14 0)2" (1 — 19942 001—409)". 5) Examinar la identidad 
(HOR та 0) = (1112, 6) Exominar 1а 
y ы ne ne 
idontidad z a (a 1 2 CA y com- 
Zo 
los cooficientes para mA, 
16. 4) Multiplicando por £*** y sumando, obtendremos A (1) = a,t— ap + 


ФРА (t)— раі (1) 12. 2) Presontaromos A(t) on la forma 1 + 
= 


parar 


yai a+ pagt ha 
+37 - Hollando es y с, obtondromos quo 4 (0) === (260 - 


Arcas) . Al hallar el coeficiente de (п en la descomposición de 


е por el exponente ё obtendremos la oxpresión pará аһ. 3) Pro- 
са 


sontemos А (2) on la forma ti {гру Pe la igualdad г 
tn ашкы сы 2 hallamos que су = — $h- 2a, с == 5} ——ау. Dos- 


componiendo A (t) on sorio, obtendremos A (0) = У) (Ат 4 сз (a 1) А) t", an= 


= (®+» (б-а) 


3.17. 3) ао, Po-mare: 4) Deducir de 3) que 
1—34 r 3: 4-0 


yi 
Ki 


(6 
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3.18. 1) Multiplicando рог 2% y sumando la relación inicial obtonemos 
A (0) — а, = tA? (0). 
3.49. 1) Numeramos los vértices del (n + 2)-ágono con las cifras 1, 2,... 
„у n+2 en el sentido de las agujas del reloj. Son posibles dos casos. PRIMER 
caso. Por el vértice n-+2 no pasa ninguna diagonal. Entonces tiene que existir 
una diagonal entro los vértices 1 y п -+ 1 y el número do maneras de partición 
es igual аа, л. SEGUNDO CASO. Existe una diagonal que sale del vértice n+-2. 
Sea k un número menor tal, que el vértice д + 4 está unido con una diagonal al 
vértice п + 2. Si k > 2, entonces existe una diagonal del tipo (1, k + 1). Enton- 
cos el número de particiones del (n -+ 2)-ágono inicial es igual al número de 
particiones del (k + 1)-ágono con vértices 1, 2, . . ., k+ 1, multiplicado por 
el número de particiones del (n — k + 2)-ágono con vértices k + 4, k+ 2,... 
+ + n+ 2, о вва que es igual а ауа, (2< k < п). Es natural considerar 


que ay=1, Entonces tendremos an= Y) ак а„-д. Lo mismo que en el problema 
к= 

3.48, hallamos quo ap = үг 10) э an = рр (27) «so resuetvo on 
forma análoga al problema 1); 

3,20. 4) Multiplicando por 2" y sumando por п obtendremos para la función 
goneratriz A (0) $ ant” la ecuación funcional A? (0) = А (21). Buscaremos 

КЕЛ 

su solución on Ja forma А (2) = е“, Evidentemento esta función satisface la 
ecuación funcional. Teniendo en cuenta que a, = 1 hallamos que a = 1, de 


dondo a, = 1. La unicidad do la solución so doduce de las relaciones iniciales. 


n 
4) ams = 0, ањ Gp (э = 042 
3.22, 1) De A(t)=(1—01) A (gt) so deduco que an =apqt—ap.10%, de 


nnti) n 
dondo а= 2 [| (4972, п, 2,..., aomi. 
кч 
320.0) y D 80, 93 EN 0] 
4) 


хозик AO CE озн с (9) о 
=5 (04 i,k, 23 закра Demostración con on inducción:por k empleando 
el 3). Para cualesquiera ly п > 05 (n, 0, ) = 5 ran ($) = 0. Supongamos 
5-0 

que la afirmación оз justa рага cierto Ё > 0, cualesquiera n > k y cualesquiera l. 
Sea k-+ 1 < п. Del 3) tenemos 5 (л, k + 1, 0 = (n + 0 5 (п, k, D+ nS X 
х (n — 1, Б 0. Como k < п — 1, entonces, por presupuesto do la inducción, 
Sin, k, h= S (п — 1, k, D= 0 y, en consecuoncia, 5 (m, k+ 1, 0 = 0. 
5) Emplear 3) y 4). 6) Emplear 3) y 5). 7) Consecuencia de 2), 3) y 6). 


зм 


3.27. 1) Mostrar que а, () = 1(1 — 97 y que (1 — л) 0,()= nto n 1 (9+ 


54 
4.1. 4) Se deduce de' que рага п> 2 у 0<1 < л son válidas las desi- 


gualdados agtta ~= y< (IFE). 3 (200) 0 


< Бү <25 2-A <3. 4) Hacerlo con inducción рог n empleando el 3). 
Га] а 


6) Utilizar la desigualdad de Cauchy: У атау a < а 2 а, 


4,0, у ol hecho de que la media aritmótica da los factores que so encuen- 


tran en ol primer miembro de la desigualdad es igual a 7 Ama pa 


< 7) Poner an PEA y mostrar que (sH) >11, 


azti 
3 


En ¿he 
a>1. 9 “-Эт>ш-. 
= 
42. 1) Emplone los 4. 4-1, 1) y 44,4). 2) Al demostrar la segunda desigualdad 


ponor a = E. y mostrar que q=1, i = 


Нр x 
(+=, ==)" Sel а 2041) 2л 
Е неча! Мля )= ан (28) 

2(2л-Ь1)4" ш a м 
> VA > түстүү Pla 2. desigualdad emplear 447) 


» 
4.6. 5) 2: (2) (ds 4.5. 1) 51. 2) No. 


460 р а> У) Ti 2) ташса. 
E >! 
Evaluar la fracción de aquellos vectores binarios de longitud n, cuyo número 


de coordona 


з iguales a la unidad satisfaco la desigualdad | -|> vr 


” 
ama 1 1 
1 nl )<2() < 3 т(5)< 
` ht hi Jñ=0/21<00%, VE 
1 n 2na 
<m гут? u раа A ОНЫН 
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4.7. 1) Empleando la fórmula (13) obtendremos 


G)= Упа (140 (1/пу) 
V Žnk (n—k) kè (nka * 


Pongamos z=5—š; entonces la expresión obtenida se puede escribir en 
la forma 


( к)= (1+0 (1/п)) 25+ 
И (EE у uz 


(27 ae „бс, 
a (2). 


(ты GAE eo. 


am 


E 
е 


De aquí que (7 ) ~ 2), 3) Cambio del enunciado dol teo» 


л 
теша de Moivro у Laplaco. Véase por ajemplo |32]. 
4.8. 2) EVALUACIÓN DESDE ARRIBA, Empleando la dosigualdad (13) obto- 
nomos 
nl 1 і 4 1 
AGO ый" “Р (mw 


1 4 1 
NETO IAN лғ): 


Sin limitación de generalidad se puede considerar que ^ > р. Entonces 
1 


y 1 i 4 4 п 

п лн TR TI < 1804375 < Tapn Pe 9941 quo (м) £ 
< С(л, А). La evaluación inferior se demuestra en forma análoga. 
3) Empleamos la evaluación inferior del problema 2). Si Ал >3 о n >3, 
4 


‚ pero exr(—+) > Sin <3 
y un<3, entonces 1 < un ня <2 y desigualdad se comprueba directamente. 


E 
entoncos + < +3 


Рога Апе рте ftenemos (| п) Ус А). `4) La evaluación desdo 
"чь D (д) <(%) Ex (ER) 
[= iao 


“| (6) ее (1-4). roo S a(1= 


— 
hato ыз 

aro 2+ y =-3 55 Y “. 3) inoicacióN. Domostrar que 
= = 


нн á 
Y м +оо Véaso ала, 2). 


vas 


442. INDICACION, Para | f(z)dz la suma integral superior өз 


аша 


m m-i 
X, ЛО) y la inferior os У) 4 (k). 
as A 


AAB. 1) Doscomponemos A(t) en las fracciones simples: А (f) = 


хт рав) donde B (t) es polinomio, Para hallar ol 

cocficiento сү multiplicamos A(t) por А, —4. Entonces (M —t) 4 ()= 
00 4 Р 

Pet UE lol primer miembro será igual a c, y el 


segundo, fa T hh Asi que е 904). También se pueden calcular 


ТР" 0) 
1 
l tol ici iZ m). La ón de dos- 
anólogamento los cooficientos e; (i т). fracción т "Ро lo des- 


componer en una progresión geométrica (1-3) "= х ( э) Obtono- 


= а 
mos А 0-3 2 (=) во. Do aquí quo рага п grandes ap ~ 
pt on, 
pat Ж" 

446. 4) an ~ 2-39; 2) aq (-+ (3) E 
4) азп =0, аза ~ (— 1)" 2998, 

S) INDICACIÓN: би — 178 + 3509 22t 44 =6 (14) (-4)x 
MAR VD AV), an ~g a. 

4.17. 1) an —(—3(—2)%). 2) Sea A()= 5 ânt”, Multiplicando los dos 


no 
miembros do la relación por £% y sumando, obtendremos А (1)—1=31A (1) + 


En) PA (2). Do aquí que A () == ОЕ AU Y an= 
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LL 06 A gmn 
=+- 42. Danir (sen 


2 
5) an ~ падт, 

4.18. 1) Anotamos nuevamente la ecuación en la, forma z=ln ла z) 
Puesto que t—> оо, pues se puede considerar que t>e y, on consecuencia, 
2721. Entonces de (*) se deduce que z< lnt, o sea que 1< z< lnt. Do 
aquí fque 1n==0(Inin 1). De este modo z=ln +0 (ln 00) соп t= оо, 


E па (140 шг) = 


=шш+о (F2): Sustituyendo өй (*), obtendremos una nuova aproxi - 


4) an ~ 3". 


Aplicando logaritmos tendremos que Ñn z 


lala г 
F, 
y sustituyendo el resultado en el segundo miembro йө (*), obtendremos una 
aproximación más que da la exactitud exigida (véase N. С. de Brein. Мё\о- 
dos asintóticos en el análisis. M. Literatura Extranjera, 1901). 

4.49. INDICACIÓN, Primero mostrar que / (0) =0(0) para £—*00. Enton- 
сев la igualdad inicial se puede escribir де la forma siguiente: «O=+t+ 
o (t)=0 (1). Empleando esta igualdad mostrar que A()=0(1) y transformar 
la igualdad inicial еп «“0=:4+0(1). Por fin demostrar que /()= 


Lo (4). 


4.20. 1): Por medio de las relaciones (14) y (15) obtenemos que а=, 


mación Е == Ја 21а 1+0 ( a Do nuevo hallando por logaritmos 


п. 00. Con n>3 la desigualdad (15) se puedo escribir on la form 


ansa © т ton (жуцщ Han)» Do esto so deduce que si an &1/8, entonces 
también ал < 1/8 para л > 3. Aprovechando el que an <1/8 doduciremos 
de (15) una desigualdad nueva: ml (F) 


++ dan) < (Es an Do aquí, por inducción, an 02)”. 


Empleando esta nueva aproximación deduciromos do (15) la desigualdad 
ansa < grr tban Ey Utilizando esta última obtendremos que an = 


= (но ((2)))- 


4.21. 4) Veamos la relación ap = 0-Е). .9——4 


айу, ыр 
Тоок ЫЫ -wis 
<Ilogo logan), entonces aa > 1, si k> {logs loga лп], entonces ax < 1. En con- 
secuencia ol valor máximo de / (1, k) se alcanza, o bien con k= [logs logs n}, 
o bien con к= (108, logs n]-+-1. 2) El mismo resultado que en 1). 


422. máx f (n, r, n= (; Ja, тіп (п, r, 1)=2( А3 


4.23, 1) La función 29-24-22 como función dol argumento real k es 
convexa hacia las y negativas y además el mínimo se alcanza con k= 
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=log, (n—2 Jogo n-+0 (222). De esto se deduco que con valores entoros 
do k y n suficiontomente grandes, el mínimo de дл, k) se alcanza, o bien 
con k= [logan], o bien con k= [1082] —1. Examinamos la función 4 (n)=n— 
allogan, Está claro quo y (и) < n/2. Exeminemos varios casos: a) y (п) = сп" 
0<e < 1/2; entonces 
gr 2 2" 
90 0—9" 
22 0820) gn 96m i-on, 
2n 
E(9=10 Пава) ¡haz 
b) í(m)=10g п + p(n), donde ф (п) =о (n), ф(л}—> со cuando п—>оо; 


entonces р (п) (m logan) E; 0) (и) овал о c>0; entonces 


є (б) = / (л, Mogan y LEO; a) улу < logan; ontoncos g (m= 


¿ua 


=1(n, Шова п] ~ 25 
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Símbolo vacío de un alfabeto 185 

Sistema funcionalmente comploto 48, 
180 

— hereditario de una función 66 

— irreduciblo 48 

— de Post 85 

— — Rosscr-Turquotte 85 

— — voctoros linealmente indepen- 
dientes 142 

Subárboles equivalentes 157 

Subconjuntos A-oquivalentes 128 

Subdivisión do una arista 92 


Subfunción 34 

— propia 31 

Subpalabra 146 

Subgrafo 92 

— de soporte 92 

— — una rod 110 

— engendrado por un subconjunto de 
vértices 92 

— propio 92 

Subred 140 

Sucesión de retorno (o regresiva) 226 

Sufijo (terminación) de una palabra 
146, 154 

Suma por el módulo № 72 

Sumidero do un orgrafo 106 

Superposición de esquemas 170 

— — funciones 203 

— — redos 140 

— sobre un conjunto de funciones 25 

Sustitución cíclica (cielo) 78 


Tabla canónica de un oporador aco- 
tado-detorminado 165 

Teorema do S. Picard 86 

— — Polya 121 

— — Post 66 

=-R. a 205 

Torneo 


Unidad de mando de una máquina do 
Turing 185 

Unión de grafos 93 

— — palabras 146, 154 


Valor de un código 148 

Variable ficticia (insustancial) 43 

— — do una función determinada 155 

sustancial 43 

— — de una función dotorminada 155 

Vector binario 14 

— booleano (de Boole) 11 

— de los coeficientes de un polino- 

io 35 

— — una estructura cíclica de susti- 
tución 120 
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Vector de una función — booleana 
21 

— precedento 12 

Vectores adyacentes 11 

— congruentes 12 

— incongruentes 12 

— opuestos 12 

— ortogonales 143 

Vértice aislado 91 

— colgante И 

— de un cubo 11 

— divisor 93 

= final (o terminación) 104 
— inicial (o comienzo) 104 

— intorior do una red 412 

— mínimo do üna red 112 
Vértices adyacentes 91 

— exuivalentos de una red 112 


Zona del proceso de cálculo 241 
de trabajo de una méguina de Tu= 
ring 188 


k-factor 93 

Ф, п) -esquoma 129 

(п, d) -cónigo 138 

(n, №) -código 142, 

(1, K)-polos 130 

zi 
función booleana 31 

XP-esquema 129 

aod 414 

n-esquema 130 


2.9 — componente de wua 


A nuestros lectores: 


¡Mir edita. libros soviéticos traducidos al español, 
inglés, francés, árabe y otros idiomas extranjeros. 
Entre ellos figuran las mejores obras de las distintas 
ramas do la ciencia y la técnica: manuales para los 
contros de enseñanza superior y escuelas tecnoló- 
icas; literatura Sobre ciencias naturales y médicas. 

ambién se incluyen monografías, libros de divul- 
„gación científica y ciencia ficción. Dirijan sus opi- 
iones а Ја Editorial “Миг”, 4 Rizhski per., 2, 129820, 
Moscú, 1-110, GSP, URS: 


LA EDITORIAL « MIR » 
PUBLICARA EN 1980 
LOS SIGUIENTES LIBROS 


Kisoliov A., Krasnov., Makárenko G. 
Problemas de ecuaciones diferenciales ordinarias 


Los autores de este libro son candidatos а! doctores өп ciencias 
Iisicomatemáticas. 


segundo orden, problemas para hallar i: 
репро indopondencia lineales, de 
Además, contiene problemas para hallar la estabilidad de las solu- 
ciones, el método del parámetro pequeño, el método para resolver 
ecuaciones y sistemas. 
Cada parágrafo comienza con una breve introducción teóri 
después se exponen las determinaciones y métodos principales para 
la solución de los problemas. Todos los Lope van acompañados 
de sus resultados; para alguno de ellos hay indicaciones sobre cómo 
resolverlos, 
ste es un libro de toxto destinado a los estudiantes de los cen- 
tros de enseñanza superior. 


Gordón V. y otros 
Problemas de geometría descriptiva 


Esto libro ha sido elaborado de acuerdo confel material exp 
en el manual do Y. O. Gordón «Curso de ейтен! descriptivas, 
siendo su complemento. Sin embargo, esto no excluye la posibili- 
Чай de utilizar otros manuales, puesto que para comprender los 

roblomas de dicho libro solamente se requiere conocer las tesis 
Fundamentales que debe poseer todo manual. 

Esta recopilación muestra el proceso utilizado para resolver pro- 
blemas tipo, que aclaran tesis fundamentales del curso de geometría 
descriptiva, dando soluciones detalladas de una serio de problemas. 

А] final del libro sesencuentran las respuestas а los problemas 

ropuestos, Estas respuestas so dan on forma textual o gráfica, en 
función del carácter de los problemas. 

La selccción de problemas, hecha considerando su cantidad 
y contenido, garantiza el aprendizaje del material teórico dol curso 
general do psa descriptiva. 

Los problemas de geometría han sido elegidos según programas 
qe sirven para los estudiantes de las especialidades de construcción 

e maquinarias, de aparatos y mecánico-tecnológicas de los centros 
de enseñanza técnica superior. 


Faddéev D., Sominski І. 
Problemas de álgebra superior 


En la primera parte deljlibro se exponen 980 problemas de ál- 
дорга superior, comprendidos en los 7 capítulos siguientes: números 
complejos, determinantes, sistemas de ecuaciones lineales, matrices, 
polinomios y funciones racionales de una variable, funciones simé- 
tricas y álgobra lineal. En la segunda parte se dan algunas indica- 
ciones breves para resolver los problemas más difíciles, 

La tercera parte/está dedicada a las respuestas; en algunos casos 
se da el método do solución. La aparición de éste libro es fruto de la 
раа adquirida en Jas clases impartidas рог los autores en 
i nivorsidad Estatal de Leningrado y en el Instituto Pedagógico 
ortzen, 

En 1975 nuostra Editorial publicó la versión española del 
libro del profesor A. Kurosch «Carso de álgebra superior». А pesar 
de que la presento obra fue hecha independientemente del libro 
del citado autor, al resolver los problemas convieno consultar la 
teoría correspondiente en el citado texto. 

Esta recopilación de problemas estáfdedicada a los estudiantes 
do los primeros cursos do las universidados e institutos pedagógicos; 
la solución de los problemas pa facilitará la comprensión 
y asimilación del curso de álgebra superior. 


